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et  eraert  now'<  ipee . 

Jac.  Beanoulli. 
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PROGRAMMA 

DESTINATO  A PROMUOVERE  E COMPARARE 
I METODI  PER  L' INVENZIONE  GEOMETRICA 
presentato 

A’  MATEMATICI  DEL  REGNO  DELLE  DUE  61C1UE 
nelf  aprile  del  1 83g. 

« di  nuovo  riprodotto  ndl’ ottobre  seguente,  con  le  giunta 
di  ak«Dc  notcrelle  giustificanti. 
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DICHIARAZIONE 


r'It  LJl  PRESENTE  RISTAMPA  DEL  PROGRAMMA  . 


Aieù  tt  emcanìiaf  rtw/ioto  «iliuj  i$m  ùtfttrìM  vinetrt  ftnnia  , 
yuam  odiotat  eonlenliontt  obire  ukitr.indo.  Kerum  eum  pnlUit- 
lia  «oilru  prv  ijnatiu  hubelur,  ril'nlium  prò  eonfutioiu  crimi-  , 
aif,  el  nuptrain  ralammam  jam  nova  itquilur  contuntlia,  om- 
niMo  rupondtndvm  ut , nt  'nMsmtlipnt  dtiui  tideainur. 

Taylor  - Apologià  tc.  — Trantacl.  1719. 

^Lcuni  giorni  dopo  la  pubblicazione  del  programma, 
un'iiostro  giornale  produceva  innominato  avviso  , di  non 
d<iversi  tener  conto  del  terzo  quesito  proposto  , e co- 
sì espresso  : Iscris'ere  in  una  data  piramide  triangolare 
quattro  sfere  , le  quali  si  tocchino  tra  loro  , e tocchino  le 
Jacce  della  piramide  j perchè  piu  che  determinato  , ed 
impossibile  i la  quale  sqla  combinazione  di  condizioni  non 
congruenti,  bastando  a mostrare  l’imperizia  geometrica  de- 
gli autori  dell’avviso  , nessun  ascolto  fu  però  ad  essi  dato. 

Presentatesi  in  Accademia  , nella  prima  tornata  del 
passato  agosto,  alcune  risposte  al  programma,  credei  con- 
veniente di  preparare  a’ miei  colleghi  delia  classe  matema- 
tica ciò,  che  poteva  agevolare  ad  essi  il  giudizio  a pronun- 
ciare su  quelle  ris|ioste  \ e però  lessi  nella  seconda  tornata 
di  tal  mese  alcune  mie  Considerazioni  su  i tre  quesiti 
proposti  a premio  , che  saranno  qui  appresso  pubblicate. 
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Comparve  allora  dopo  pochi  giorni  una  risposta  al 
programma  , cioè  a’prhni  doe  qaesiti  di  esso  ; c pel  terzo, 
rivenendosi  dall’erronea  manifestazione  a caso  avventu- 
rala , si  tacciava  solamente  per  mal  proposto  , e però  , a 
non  perder  tempo  , si  tralasciava  , senza  nè  meu  degnar- 
lo di  correzione  . E siffatta  scempia  produzione  non  man- 
cò di  chi  fosse  pari  ad  accoglierla  . 

Rimasti  ancor  questa  volta  senza  risposta  , lascian- 
dosi giudicar  al  pubblico  del  merito  di  nn'tal  lavoro  j e 
volendone  assolutamente  una  coloro,  che  si  dimostravano 
sì  accaniti  avverso  un  tal  mìo  operato  , che  a dir  vero 
non  credeva  dovesse  sì  esacerbar  ad  essi  la  bile  , pubbli- 
carono io  terzo  luogo  una  impropriamente  detta  prefa- 
zione air  opuscolo  già  dimenticato  , Ed  in  questa  si  di- 
sputava di  metodi  con  franchezza  incredìbile^  e non  pur 
de’  geometrici , a’  quali  solamente  io  mi  limitava  nel  pro‘- 
gramma  j ma  tutti  ad  un  tratto  comprendendoli  in  un 
fascio  , e di  tutti  dando  giudizio  in  brevi  note  , e pe'^ 
saodo  nella  loro  rozza  bilancia  il  merito  degli  antichi  c 
de’  moderni  geometri  , e se  più  valesse  Newton  che  Ar- 
chimede , e più  de  la  Grange  di  qneHo  t e quando  inanh 
casse  alcuna  dramma  a compiere  la  misura  di  loro  auttt- 
rilà  , non  mancavano  d'  improntarla  da  tubino  anoiif- 
niu  autor  moderno  , che  a qualche  loro  collega  l’ Aves- 
se comnnicata  in  secreto  . Ed  è degno  di  jvarticolare  av** 
vevtcnza  Uovarvisi  spesso  attribuito  a sommi  lùaleuiatici 
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ciò  , cli«  mai  poterono  pur  imniagÌRare  } poiché  con- 
trario alla  lor  mente,  e ad  ogni  ragion  geometrica  : e noa 
dee  far  però  maraviglia  , se  ancor  a me  si  faccia  dire  nel 
programma  talune  cose,  che  non  solamente  non  le  pensai 
giammai  ^ ma  che  anzi  vi  ho  dimostrato  un  intendimento 
tutto  diverso  . Che  però  io  non  trovo  miglior  espediente, 
per  mostrare  al  pubblico  la  falsità  di  sì  impudenti  asser- 
zioni, che  quello  di  riprodurre  , senza  il  minimo  cambia- 
mento , il  programma  stesso  , permettendomi  solo  aggiu- 
gnersi  qualche  nuova  noterella  , indicandola  con  lette- 
ra, e ponendole  insieme  in  fine  del  medesimo  : ed  abb.in- 
ilono  dopo  ciò  questa  faccenda  troppo  troppo  puerile  al- 
1 imparziale  giudizio  del  pubblico,  pel  cui  rispetto  sola- 
mente mi  sono  questa  volta  indotto  a scrivere  . 

Una  cosa  rimane  a me  tutta  propria  , ed  è di  to- 
gliere a qiie'  spontanei  contraddittori  al  progratuina  u- 
gni  sospetto  , che  io  avessi  voluto  con  questo  gettar  loro  il 
guanto  di  una  disfida  \ il  che  non  so  persuadermi  ancora 
i h' essi  pCrtAseto'di  brtonàfeile' peirsaré:  eni'induco  pint- 
405to- a credere  , che  ponessero  ciò  innanzi  ad  iscusare  il 
loro  mal  animo  , e forse  mi  si  permetta  dillo  , per 
prendere  occasione  d’  inclarcscere  irtimicitiis.  Ed  in  ve- 
ro 'qual  motivo  poteva  mai  indurmi  a discendere  a si* 
»iUe  'bassézza  ?Che  fórse  eòldro,  dui  è tornato  contò  di 
ciò  malignamente  asserire,  potevano  ignorare  esser  io 
alla  line  di  mia  lunga  carriera , essi  nel  principio,  osta- 
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ziunarj  a mezzo  il  corso  ; tener  io  , ed  aver,  sempre  tenu> 
ti , da  che  cominciai  a professar  le  Matematiche  , e sono 
gli  anni  parecchi  , i primi  gradi  a’ quali  un  uomo  di  mia 
classe  posila  aspirare  j aver  io  istruiti , e promossi  tanti , 
che  ora  con  dignità  seggono  in  cattedre , o in  accademie, 
il  che  non  possono  , senza  ingratitudine  , negare  essi  me- 
desimi,che  ora  verso  me  conduconsi  con  tanta  indecenza. 
Inoltre  aver  io  cercato  di  esimermi  da  nuovi  incarichi  , e 
nuove  commissioni,  facendo  ciò  tornare  a loro  vantaggio. 
Finalmente  essermi,  ne'  iliversi  rincontri , sempre  adope- 
rato a far  acquistare  riputazione  e nome  a coloro,  ebe  cer- 
cano spingersi  nell'ardua  carriera  di  professar  le  Matemati- 
che , pidihlicando  anclie  talvolta  a mie  spese  qualche  loro 
lavoro. Qual  ragione  avrei  dunque  avuta  ora,  che  cerco  as- 
solutamente chiudere  la  mia  carriera,  di  uscire  iu  mezzo  a 
sfidare  i miei  concittadini  coltivatori  della  stessa  mia  scieu 
za,  per  volontà  di  demeritarli  ? Il  mio  unico  scopo  è stato 
ed  è , il  ripeto  , per  tentare  se  mai  fosse  possibile  di  far 
terminare  tante  vane  dispute  su’ metodi  in  Geometria  , 
che  assai, pregiudicano  a'  progressi  delle  Matematiche  , ed 
alla  buona , istituzione  in  esse  , che  di  giorno  in  giorno  va 
presso  noi  decadepdo  • vi  sarà  alcuno  certamente  ,tra’ 
mici  collcgbi,che  oserà  in  qiò  smentirmiyosservando  quan- 
ta s'ia  ora  la  dilhcolià  di  p,ru.\ved«ivegi'(<iabiUiaen(i  d’  i- 
stiuzione  ,di  buoni, professori  di  Matematiche  , oienire 
prima  se  ne  abbondava  ; ed  il  veliere  quanta  sia  fa  po- 
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chez?a  di  conoscenze  matemaliche  di  coloro  , che  agl^ 
««ami  a’  gradi  accademici  presso  la  R.  U.  degli  studj 
si  presentano  , o ad  altri  per  1'  esercizio  di  professioni  , 
che  delle  Matematiche  abbisognino , sebbene  elementa- 
rissimi , e tali  al  certo  , che  un  tempo  non  avrebbero  da- 
to alcun  pensiero  a’  più  mediocri  allievi  di  nostre  scuo- 
le . £ sono  d’  ordinario  coloro  , che  da  taluna  delle  at- 
tuali vengono  pieni  di  orgoglio,  e poveri  di  scienza  , van- 
tando sublime  istituzione  , e disprezzando  l’ antica  sen- 
za conosceria',  che  veggonsi  ignorare  fin  le  nozioni  più 
comuni , che  non  v’  ha  giovine  di  prima  istituzione  con 
regolar  metodo , che  non  conosca  perfettamente  . Di  che 
credo  inutile  aggingner  particolari  , non  essendovi  tra 
lioi  chi  non  ne  convenga 

Io  non  ho  più  una  scuola  a me  propria  , come  1’  eb- 
bi fino  al  1 8 1 1 , essendone  usciti  non  pochi  , che  , co- 
me ho  detto,  or  tengono  posti  distinti  , e che  a quell’  epo- 
ca dismisi,  non  tanto  per  mancarmi  il  tempo  di  bene  assi- 
sterla, che  per  non  comparire  soverchiamente  avido,  e com- 
promettere il  mio  decoro , facendo  da  esaminatore  di  co- 
loro stessi,'che  aveva  prima  istituiti  j giacché  a quell’ epo- 
ca mi  ritrovava  in  tutte  le  commissioni  di  esami  per  pro- 
mozioai  ad  impieghi  sì  civili  ohe  militari.  Lo  so  pur  trop- 
po , che  ora  da  altri  non  pensasi  a questo  modo  ^ ma  io 
vissi  in  quel  tempo  , e però  errai  con  gli  altri  miei  coevi 
di  allotti il  mio  errore  fu  però  vantaggioso  al  |>ut)l>lico  ^ 
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poiché  nè  si  osavano  deferenze  negli  esami,  nè  si  vedeva- 
no in  conseguenza  di  esse  le  pubbliche  istituzioni  del  Go' 
verno  depravale,  cd  andate  amale.  Non  avendo  dumjue 
una  scuola,  e volendo,  per  quanto  a me  potesse  riescire, 
cercar  di  rimettere  in  buon  cammino  l’ istituzione  , non 
seppi  , col  mio  corto  intendimento  , vedere  altro  mezzo, 
che  quello  di  ricorrere  al  programma  che  proposi . Mi  sa- 
rò forse  ingannalo  , ma  di  buona  fede  , ed  a mio  noit:  al- 
trui danno  ^ e senza  o0è$a  di  alcuno  de’  buoni  professori, 
de’  quali  non  è interamente  estinta  presso  noi  la  semen- 
ta , e che  con  me  deplorano  nn  falso  sistema  , ebe  al- 
tri vogliono  a forza  di  pompose  , ed  audaci  parole  soste- 
nere. Nè  poi  era  questa  la  prima  volta  che  io  aveva  ma- 
nifestate le  mie  idee  , e tenuto  lo  stesso  linguaggio  di 
ora  j e tra  le  altre  noterò  quella  in  cni  pubblicai  fin  dal 
iSaa  , dopo  averla  presentata  alla  nostra  Accademia  ^ 
una  dissertazione  sul  metodo  in  Matematiche  , mila 
maniera  di  scrivere  e compilare  gli  Elementi  di  ijue- 
sie  scienze  , e sull'  insegnamento  delle  medesime  ; ebe 
avrebbero  pur  dovuto,  i poco  decenti  risponditori  al  pro- 
gramma , degnarla  di  un  loro  sguardo  , prima  di  spin- 
gersi a mal  dire  . Sì  avrebbe  avuto  forse  pià  ragione 
d’  incollerirsi  allora  , che  non  dovevasi  adesso  , perché 
ho  proposte  ad  esercizio  tre  quistioni , volendo  cesi  an- 
che profittare  dt  Ile  altrui  ricerche  , per  compiere  argo- 
menti in  nostra  cuoia  utilmente  , e ripetute  volte  trai* 
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tati  : «ila  a qnel  tempo,  il  <l€cndimeiito  nòli  ei  a aiicor  ^iim* 
to  al  segno  di  ©ra-j'  ed  a*,  buoni  istitotori  non  si  altera  la 
bile  perdhè  la  scierita  si  rianimi  j aaaiciò  torna  a loro  conto 
cd  essi  il‘  desiderancKKd  è ancora  per  siffatta  ragione,  die 
bo  scelto  per  l riiitato  della  niia  cattedra,'-  nel  prossimo  anno 
•di  lozioni  , il  segitcnle  : Dis'jnlsìtiones  ana^yiicaè  in  nte- 
thodoi  geonictricò-algèbrìctts  , S?  -vorrebbe  con 'ciò  forse 
impiuarmi  5' die  volessi  sfidare  il  pi^blico  napoletane  jwr 
rnte!©?PQ  ceitawcnlé il  protesto,  ioiìon  voglio  cbecoinpie- 
re  la  mia  carriera  istraendo  , -e  Realmente  , non  impostu- 
rando, come  si  costuma  da  alcuni  oggigiorno^  io  fo  guer- 
ra al  fiilso  ed  erroneo  metodo  d'insegnare  , e cerco  di  so- 
stenere c convaHdaW  il  buono,  che  un  tempoha  prodotti  in 
gran  nmnei'o  uomini  distinti  . Potrà  avvenire  che  , perle 
mie  debioli  forze,  non  riesca  -;  ma' avrò  fatto  il  mio  debito, 
c meriterò -se  non  lode  , almeno  dì  esser  compatito  da’, 
miei  concittadini conoscendo  , che  dopo  aver  per  tanti 
anni  insegato  , e Cercato  promuovere  in  «gni  modo  1’  i- 
ttituzione  matematica  nel  mio  paese , per  non  veder  poi 
distrutta  ogni 'buona  opera  del  Pergola  ,e  de’ miei  col- 
leghi- ,*  mi  sono  anche  esposto  ad  esser  martirizzato  da 
cploro  ,^  che  al  presente  fanno  deUf.istroziona  deUa  gio- 
vèntà  mercato.  ' ' ' . * 1 

Siffatta  protesta  , servirà  anche  di  risposta  alla  trop- 
po avvanzata  dimanda  , del  perchè  io  avessi  limitata  la 
aia  proposta  a'  soli  miei  concktadini . Io  non  era  sì  aa- 
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dace  da  tratar  tutta  1’  Europa  : nè  poi  redeva  alirore 
quel  bisogno  , che  scorgeva  nel  ipio  paese  poiché  anzi 
ben  mi  accorgo  coltivarsi  da  per  tutto,  ooq.sobrietà.e 
giudizio  , ogni  metodo  d*  inventare  , e prodursi  lavor 
fi  giudiziosi  ^ da  indicar  veri  progressi  di  nostra  scien- 
za , non  retn^adamemo . Ma  poteva  darsi , ecco  utù 
altra  sciocca  sfuggita  de’  contradditori  al  programma  , 
cbe  tra'  noi  ncm  si  fosse  trovato  chi  avesse  potato  trattar  le 
quistioni  conranalisi|>ura,  alla  quale  non  so  perchè  si  pre- 
tende assolutamente  che  io  miri  a far  torto  j ed  allora  come 
giudicare  de^Ia  prevalenza  de’ metodi  ? Alphe  risponderò 
bi'es’emcpte,  col  dire,  che  professo  le  Matematiche  da  ben 
quaratU’  anpi  npl  mio  paese  , e sono  necessariamente  io 
mezzo  ad  esse,  p nop  ignoro  perciò  tntto  quello  cbe  le  cOn« 
cerne)  e quindi  ben  mi  attendeva,  dn’contraddittpri  al  pro- 
gramma, non-  una  risposta  d'iagiarie,  che  non  sònp  se  non 
indizio  di  debolezza  e di  mal  animo  > ma  una  risposta 
giudiziosa.  E poi  io  aveva  però  scelte,  quistioni  a diver- 
se riprese  trattate  da  sommi  uomini  ì &nl  cui  valore  nc’ 
rwctodi  non  cadeva  alpnn  dubbio  ) e da  questi  più  cbe  da 
aUri  avrei’ tratto,  e trarrò  materiale  ubertoso  pel  parallela 
che  mi  ho  proposto  ) ^ che  prego  a(|  attendere  che  lo  e- 
spoDga,  e non  giudicarmi  alla  cieca  così  senza  Conqscerlq, 
imitando  un  nostro  concittadino,  autore  pur  esso  di  alcune 
produzioni  matematiche , alle  quali  mai  alcuno  rivolse  lo 
Sgqardo]  che  cominciò  una  sua  diatriba  contro  V InUndir^ 


Digitized  by  Google 


Pichiaraiiotie 


IX 


mento  umano  del  celebre  Giovanni  Locke,  protestando* 
si  di  non  averlo  letto  j d’immaginarsi  però  ciò  che  potes* 
se  dire. 

Ma  alle  ragioni  poc’  anzi  accennate,  e che  mi  avevano 
determinato  alla  scelta  di  queste  tre  qnistioni , or  posso 
con  sicurezza  aggiugoere  , che  mai  altre  si  potevano  me* 
glio  prestare  allo  sc<q>o  prefissomi  , a cagione  delle  nuo- 
ve escogitazioni  derivate  dalle  ricerche  in  esse  fatte  , 
tendenti  a rischiarare  la  loro  natura  , e quella  de'  pro- 
blemi in  generale  \ e ad  abbattere  tutti  gli  errori , che 
nella  risposta  al  programma  si  sono  , per  imperizia  geo- 
metrica , propabti . £d  i moderni  geometri  ed  analisti, 
che  desiderano  , come  me  , veri  progressi  delle  Matema- 
tiche, e vi  si  adoprano  con  infinito  studio  , vedranno 
con  piacere  , e sorpresa  , non  pur  d’  essersi  adempito  al 
primo  quesito  nel  modo  strettisMÌiao  dimandato  j ma  an- 
cora assegnata  di  quel  problema  un'  elegante  geometri- 
ca seduzione  , non  dipartendosi  dagli  stessi  principi  dal 
de  la  Grange  adoperati  , per  semplicemente  avviare  la 
sua  , che  di  tanta  difficoltà  in  txrstruirla  era  stata  giu- 
stamente riputata,  da’  più  distinti  matematici  . E si  ve- 
drà pure  , non  senza  gran  soddisfezioue  , un  probleraa 
al  diffictia.,  nel  caso  semplicissimo  del  triangolo  e del  cer- 
chio , esteso  alle  itirve  coniche  ed  al  poligono  in  genera- 
le , tanto  con  1’  antica,  che  con  la  moderna  analisi  , sen- 
ea dipartirsi  dalla  soluzione  assegnala  i>er  quel  primo  c«- 
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so  , riducendone  la  coetrozione  alT  operazione  geometri* 
ca  la  più  elementare  . Finalmente  avvertiranno  essi  la 
proteiforme  natura  di  tal  problema  , che  con  una  singo* 
larità  tutta  propria,  e stranissima  , ne’  diversi  casi  , sal- 
ta ad  un  tratto  da  determinato  a più  che  determinato , 
e da  questo  ,ad  indeterminato  , senza  nè  men  passare 
|ìel  grado  intermedio  . E così  da  esso  solamente  potran- 
no i risponditori  al  programma  , con  più  chiarezza  ri- 
levare i loro  errori  manifestati  sulla  natura  del  terzo 
quesito  . 

Nò  meno  importanti  , e grate  a'  geometri  dovran  riet 
scire  le  ricerche  sul  secondo  quesito  , di  cui  ne  apparir 
ranno  due  eleganti  soluzioni  geometriche  , ed  una  anali- 
tica ^ e si  vedrà  da  esse  direttamente  estesa  la  soluzione 
alle  ellissi  simili , oltre  il  gran  numero  di  verità  nuove 
cd  importanti , alle  quali  le  ricerche  stesse  hanno  condotr 
to,  e che  arricchiscono  sempre  più  il  vasto  campo,  ed  inv- 
meqsnrabile  della  Geometria  , e perciò  difficile  a percor-r 
rerlo,  senza  un  corredo  di  grandi  conoscenze  , e profonr 
do  studio  ed  esercizio  ^ e quelle  potranno  utilmenlc  ador 
]>erarsi  in  altre  ricerche  affini.  Finalmente  da’  tentativi 
già  fatti  osiamo  promettere  ancora  del  terzo  problema  una 
compiuta  soluzione  . Ed  il  ripeto,  io  spero  che  tante  pe- 
ne che  mi  ho  prese,  e mi  prendo,  e le  inquietudini  Ingiu- 
stamente , e da  poca  onestà  prodottemi  , saranno  felice- 
mente coronate,  dal  veder  una  volta  terminate  le  vane  , e 
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scioccbe  dapale  sulla  prevalenza  de’ metodi , e rimessa 
sul  buon  cammino  presso  noi  1’  istituzion  matematica  , 
che  da  pochi  guastamestieri , per  coprir  loro  ignoranza  , 
si  cerca  depravare  . 

Nulla  ho  creduto  dover  rispondere  all’  altra  insulsa 
proposizione,  che  non  sia  il  mezzo  da  me  adoperato  con- 
ducente allo  scopo  prefissomi  di  comparare  i metodi  , e 
che  da  semplici  problemi  il  progresso  non  si  ottenga  delle 
scienze  matematiche;  poiché  di  risposta  1'  una  e 1’  altra 
cosa  non  ha  bisogno  . Ma  pure  mi  piace  qui  di  passaggio 
accennare  , che  non  in  altro  modo  pensò  la  R.  A.  delle 
•Scienze  di  Parigi  , per  far  terminare  la  lunga  ed  accanita 
((uistione  sulle  leggi  della  comunicazione  del  moto  ; ed  i 
programmi  che  propose  per  gli  anni  iSa4  e ibafi  contri- 
buirono non  poco  all’  efietto  da  essa  desiderato  : e che  gli 
Atti  di  Lipsia , ^quelli  di  Berlino  , le  Transazioni  filo- 
sofiche ì re.  y e le  opere  de’  sommi  matematici  , che  o- 
noraroQO  il  xvn°  e xvilt*  secolo  , tra  le  quali  principal- 
mgnte  quelle  del  Leibnitz  , e de’  fratelli  Bernoulli  (*^  , 

m 

(’)  Cioveri  qut  noUre  il  principio  del  Programma  pubblicalo  da  Giov. 
Beraoolli  io  Groninpa  nel  1697 . diri^'odolo  acttlMnimr  gtfi  loto  orbe  fio- 
rtnl  mallumalicit  . a t’um  eomptrium  SaSeoimi<  , vix  guitgaam  tt$t^  gvod 
» magi!  txciltl  gmerota  ingfniii  , ad  molie»d«m  guod  condatit  augÈiulii 
» uimliit  , guam  difeiUam  pariltr , il  KfiUum  piuuilioiHim  propotiliontm  ; 
r «lionim  taodaliont  , Ufngvam  fingulari  M goa  alia  ria  , ad  Mining 
>>  riaritalim  piirrnóipU  ; itbigve  j;>ud  poMorilalam  acitma  txlruaal  mofuimrM- 
>•  (H  ; fir  me  fiiAil  graliui  orbi  malAtmalico  fiieliirum  feroci  , ;«am  li 
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souo  piene  di  quistioni  proposte  nel  modo  da  me  fatto  ^ 
e che  essi  credettero  così  contribuire  all’avanzamento  deU 
le  Matematiche  j e non  s’ ingannarono.  Sicché  i contrad- 
dittori al  programma  non  dovrebbonsi  mostrare  tanto 
annojati  della  mia  proposta  , alla  quale  nessuno  gl’  im- 
poneva obbligo  di  rispondere,  per  dimostrarsi  incivi- 
lire potevano  col  loro  abbandono  far  conoscere  al  pul»- 
hlico  di  poco  curarla  : il  quale  utile  consiglio  accetterò 
ben  io  pér  me  medesimo  , in  caso  di  nuova  noja  , che  si 
]>ensasse  darmi  r giacché  non  sono  disposto  a perdere  in 
inutili  polemiche  quel  tempo  , che  appena  mi  resta  per 
adempiere  a quanto  ho  promesso . Ed  uniformando  il  fi- 
ne di  questa  mia  dichiarazione  all’  epigrafe  che  vi  messa 
in  principio , conchiuderò  , come  il  Taylor  la  sua  Apo- 
logià : Bes  iprns  exposui,  peroratioru;  non  alar  , ha~ 
rum  enim  iaedét . Ntc  si  qmdquam  rogesserint  contra- 
dictores  , ullerius  respondere  neccjse  habebo,  A conta- 
meliìs  nos  semel  vindicare  , et  Jus  et  ratio  postuiat  j ale- 
tcrius  non  expedit, 

y imitando  exrmptum  UmUrum  etrorum  Mnsami  , P^iai^Ln  , Fbuutii, 
ì>  prantrlim  reeentis  iUitu  emmfmi  AnujmaUt  FlortiUim  ( V.  Viritai  ) . 

>•  atiorumfnf  , fui  idem  ante  me  feeenmt , pneelanlieeimit  ku/ut  acci  «ui- 
» ìfitù  proptmerrm  alifuod  problema  , evo  , Ocah  L4PIM  Ltmo  , soaì 
* «ETiiOpos  ESÀMiNAkB  , «ir»  int(iK<(rc  , et,  li  fuii  tmeemirma  , nobietum 
» c:mmunkart  pofeenl  ; «I  fnùfut  inai  txinde  promeritat  laude*  a nobit , 

*>  pihtiee  id  prnfilenlibui , eoneefurrelur  , 
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oliojuin  forte  al>$eonditum  mmuiuet . 

■ , ’ io.  BemoulU  4rt.  Eritdit.  L^,  tn.iJiS,  •.• . 

, ■ -■  ;<».M  ! ! j^.  * I ■».'  ' ' ' • . . I 

..ff  ■-  '.  ■ . _ ' • ’.|  • ..I  ••  I H.  . 

^ -*  ' •■■'•  *P.T  j’  * k . ■ * •*  ■ ■ . J '! 

■ • - ■.  , r 4 ' ‘i'  . V 

Ij  A scienza  del  matenulico  lina  è riposta  nella  pura  e semplice 
roikMrt^za'  delle  veriti  che 'la  costituiscono  , ma  in  quella  de’  melo* 
di  di'eSaa  ,'e  bel 'saperne  valutar  I’- energia  , ed  a proposito  adope* 
Carli  . Nella  scuola  greca. uno  era  il  metodo  d*  inventare  , e però 
questo  fìi  da  que’  sommi  geometri  altamente  approfondito  e coltiva- 
lo: e quantunque  a noi  meno  attivo  d sembri  , che  forse  per  quel- 
Ir  crt  , nòn  potandolo  ravvisare  in  tutte  le  sue  parli  , e ‘nel  rappócr 
lo  che  queste  avevano  * ; fii  però  esso  nella  loro  mani  una  poteotis- 

»'3  J.'»'.  ■ i • • ' «;■!.  . ir.-  . t.  -■  > _ ■ . t 

' Noi  ignoriasno  in  quat  modo  eui  classificassero  i pitòlenii , e ne  detenniiiaa- 
lero  ta  natura,  prima  d' iotraprandenie  U soiiukine  ; in  ^ual  mode  ne  ete^uisaaro 
la  Etdiuii^  i come  ne  dùtiogueSiero  i eaei,  e ledivoise  soIuzìobì.  di  che  abbiamo 
cUiaiD  acgouienUi  di  doverne  ^ra  istruiti . àiicbe  per  quelle che  oerrispaodeM 
idla  radici  erette  swyatwa,  come' in  npa  mia  iftmori»,  «he  di  breve  preacnterfl 
alla  K Accademia  delle  Scieose,  brd  rilevare.  Aaaai  poco  sappiamo  del  modo  co-  ’ 
nte  riducesaem  le  loro  solusiooi.a  qua'  tanti  luoghi , ebe  si  avevano  appositamente 
preparati,  tra'  quali  il  celebraUsetm»  delie  tra , quattro , o pid  rettey  }(onci  d per- 
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(ima  leva  per  molte  ieoptfr||f  ^ U qudi  cA  Iraixle  etadezu  rou* 
dotte  a fine  , apparìteoa  sempre  da  straordinaria  cblarezu  accoiiipi* 
gnate  ; e molte  di  esse  sono  pò*  mòdcrui  come  il  mezzo  da  convali- 
dar le  loro  . La  Geometria  si  mostra  in  quelle  para  e senza  vélaui';  ; 
e I*  animo  di  cUi  le  coagulerà  rimnna  pieoamante  soddisfatto  e rlsohia- 
iato  (^).  Da  uò  dee  viftetarsi  , cke  nella  scuola  greca  queste  scieuze 
caniKuiiaasero  con  progressivo  aumenìo  , sebbene  cou  quel  passo  mi- 
surato , eh’  era  proprio  del  metodo  che  adopcrevasi  , fiuo  ad  A]>ollu- 
nio  ; dopo  il  qnalc  esse  restarono  per  alcun  tcm]io  stazionarie  , |>el 
coinun  "fato  eh’  ebbe  ogni  dottrina  . 

Ritornarono  do|X>  secoli  ad  apparire  tra'  noi  ilaJ'iani , c fino  al 
secolo  iTii.  coltivossi  da’ nostri  maggiori  il  metodo  stesso  degli  anti- 
)lu  , sehbeoe  ifoperl'cllKiauuo  per  essi  ;-e.  le  opere  di  quelli  si  aitda- 
v»uo  grandemente  ricercando  ',  è studiavansi  , epun  «unito  impegno 
tiaducevansi  , e lo  perdute  res>.luivansi  ; e la  Geometria  u'cbbe  au- 
chc  nuovi  vantaggi-,  princìpalnieute  nella  scuola  del  Galilei  (r).  ' . ^ 

Sorta  la  moderna  Analisi , ed  applicatasi  alla  Geoiqelria  , i mo- 
derni acqu'istarooo  sugli  antichi  la.  pp'vali-nsa,  per  quella  parte  , di 
posseder  due  metodi , da  procedere  all’  invenzione  g«»ui«-trica  ; e con 
questo  novello  metodo  più  agevole  ad  appretidccsi  ,.più  comodo  , a 
più  maneggevole  , esai  compeosarousi  abbastanza  delle  rianrsc  che 


v>ting»,nApe«iaiMaaoeraiadoviMrebeneeom  Ibste  quel  materiale  artHlc'idMMi* 
nwd»'A»iHn<,  tauto  uUieper  eni  astia  K4iu<oM*de' proMemi  dìficHt,  dei  qua- 

le aa  fa  laSeK  Euclide  ; e et  mancano  m«He  altre  opere  miportenU  del  loro  Auoge 
MttuUée  i elle  perdla  eonaaceait  aire  noi  aMnamo  del  loro  metodo  non  può  eseere 
«Ik  assai  impeffctta  ; « pur  qiwsta  è valuta  t ed  è fiata  , presso  quo'  motterai  cot- 
livatoft  di  etao , no  mczio  da  tentare  le  lieereiie  piè  erdiie  in  Geometria  , e perve- 
nhe  anche  Ni  dove  non  rieeciva  T AnaHot  moderna  {a). 


I 

I 
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loto  maDcaTano  dell’antico  (</).  Ma  educati  anche  in  questo  , ad  esso 
sempre  rivolgevaiisi  ; e le  loro  ricerche  , sehbeo  fatte  con  l’Analisi 
moderna  , avevano  vero  sapor  geometrico , c ricevevano  dalla  Geo* 
mctria  luce  e conferma  . Per  tal  modo  progredendo  la  Gioractria 
anahtica  , non  solamente  essa  avansavasi  di  molto  , ma  1’  Analisi  be- 
nanche . Nè  vi  sarà  chi  possa  n^are  , che  molte  ricerche  importan- 
ti per  la  teorica  delle  equazioni  debbano  alla  Geometria  k loro  o- 
rigine  , ed  il  loro  perfezionamento.  Sommi  uomini  apparirono  a que- 
st’ epoca  felicissima  per  le  Matematiche  , in  ogni  angolo  di  Europa  , 
che  cosà  conviene  indicarli  , nel  gran  numero  che  se  ne  ebbero  , e 
tutti  di  merito  distintissimo  : e questi  non  si  dipartirono  mai  dalla  co- 
noscenza de’  due  metodi  ; che  anzi  esultavano  allor  quando  , non  o- 
stante  1’  energia  dell’  Analisi  moderna,  lor  potesse  riescire  di  convalida- 
re col  metodo  degli  antichi  qualche  ricerca,  ihc  a quella  puramente  ap- 
partenesse (f).  E di  ciò  molti  tratti  s’iocootnoo  nelle  loro  opere  , tra 
le  quali  , per  distrai  e le  più  possime  a noi , citerò  solamente  quel- 
le  del  marchese  de  1’  Hopital  , de’  fiatellì  Bernonlli  , e dell’  Eulero. 
E questo  c-d  il  Cramer  portarono  la  moderna  Geometria  analìtica  al- 
l’ apice  di  sua  grandezza  , accoppiando  sempre  k Geometrìa  al  me- 
todo analitico , che  come  istromento  , e non  come  principale  vi  a- 
doperavano  . 

I nuovi  metodi  sommator)  presero  anche  , com’  è notissimo  , 
dalk  Geometrìa  k loro  orìgine  ; e per  convalidarne  I’  esattezza , con- 
venne dimostrare  che  ad  essa  ritoruavano  ; sicché  senza  di  questa  a- 
vrtbbero  mancato  delk  veste  di  loro  genuinità  (g).  La  Meccanica  stes- 
sa , a cominciar  àil  Newton  principalmente  , dovè  alk  Geometria , 
arcoppiata  sagacemente  all’  Analisi  moderna  , i suoi  progressi  . Ope- 
re classiche  sì  videro  venir  hiora  in  ogni  genere  di  ricerche  matema- 
tiche , sempre  accoppiando  e facendo  andar  a paro  la  Geometrìa  , e 
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r Analisi  ; ed  ogni  naiione  ebbe  eoa  una  naoseFOsa  scuola  di  mate* 
inalici  , de’  quali  continua  divenne  la  sorgente  . Finalmente  questi 
medesimi  progressi  delle  Matematiche  , ed  il  ripiegar  che  ìncessante- 
mente  facevasi  verso  no  metodo  , che  più  agevole  rendevasi  nell’  ap* 
prendiroento  , e nel  maneggio  , fece  poco  a poco  aberrare  dalla  Geo* 
luetrìa  ; ed  il  metodo  delle  antiche  scuole  combqiò  a coltivarsi  e* 
sdusivameute  da  taluni  , non  però  scompagnandolo  dalla  couoscen* 
za  prolbnda  della  moderna  Analisi  : nel  che  si  distinse  priuciinlmen* 
te  la  scuola  inglese , seguendo  le  orme  segnate  ad  essa  dall'  immor* 
tal  Newton  ; e nel  continente  quella  de’  Bcrnoulli  , e 1’  Italiana  . 
Nessuno  certamepte  ardirà  dire  , che  il  Newton  , I’  Hallry  , il  Co* 
tes  , il  Moìvre  , il  Taylor  , i Berpoulli  , i Riccati  , il  Frisi  , e tan- 
ti altri  sommi  matematici  , che  fin  oltre  la  metà  del  passato  secolo 
produssero  tanto  innanzi  i melodi  della  scienza  che  professavano  , i* 
gnorasscro  la  moderna  Analisi  , e fossero  stati  puri  coltivatori  del  me- 
todo degli  antichi  , coloro  da  cui  questa  riconosceva  vantaggi  mol- 
tissimè . Ma  essa  ebbe  finalmente  il  suo  corifeo  nella  persona  del- 
r illustre  sig.  de  la  Grange  , che  do{X>  averla  spinta  per  la  parte  istru- 
rocntale  tanto  in  là  , quanto  era  mai  possibile  , segnandovi  que’  li- 
miti , che  alcuno  non  ha  potuto  dopo  lui  sormontare  ; quasi  sde- 
gnando , che  in  quella  parte  ove  era  di  ragione  secondaria  alla  Geo- 
metria , dovesse  necessariamente  dipenderne  , ed  a questa  servire  , 
lece  tutti  gli  sforzi  per  sottramela  , istituendo  una  maniera  di  trat- 
tare i problemi  geometrici , incastonandone  i dati  e 'I  quesito  in  for- 
mole  generali , dalla  combinazion  delle  quali  , eliminando  anche  il 
bisogno  delle  figure  , dovesse  risultarne  quell’  equazione  , die  me- 
nasse alla  risoluzione  del  problema  . Egli  stesso  però  non  giunse 
mai  , per  gli  ardui  problemi  che  con  tal  metodo  ebbe  tentati  , ad 
ottener  questa  desiderata  equazione  in  costruibil  forma  : ed  il  suo 
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gran  nome  Ai  ail  altri  occasione  di  molli  sforzi , e di  molta  perdita 
di  tempo  in  rìrscirri  : ed  istituzioni  di  Geometria  analitica  similmen- 
te compilate  si  videro  dopo  ciò  comparire  ' . 

Noi  non  entriamo  per  ora  a discettare  sol  merito  di  questa  novella 
analisi  geometrica  ridotta  ad  arte  combinatoria  , e che  sommette  la  ri- 
soluzione de’  problemi  al  metodo  delle  eliminazioni , il  piò  imperfet- 
to deir  analisi  moderna  ; dal  che  può  talvidta  risultare  ignoto  il  gra- 
do , e la  natura  dei  {aoblema  ebe  vuol  risolversi , se  prima  non  sia- 
visi  in  altro  modo  provveduto  , e che  il  metodo  degli  antichi , o il 
Cartesiano  aldiiano  fatto  quello  riconoscere  (A).  Ma  solamente  fin  da 
]irìncipio  col  Pergola  ci  dolevamo  , che  ciò  tornasse  a danno  di  que- 
sti due  preclari  metodi , coi  la  Cìeomeiria  e le  Matematiche  in  ge- 
nerale tanto  dovevano  . E però  volendo  col  follo  convincerne  i mo- 


* Il  primo  esempio , che  di  questa  nuova  maniera  di  trattare  i problemi  geomb* 
trici  diodo  il  de  la  Grange,  incontrasi  nelle  ricerche  eh'  ei  presenld  alla  R.  A.  d(d- 
1 e Sciooze  di  Berlino  $Ma  pimmidt  triangitlan , inierite  noi  voiume  per  T anno 
1T73 , ove  manifosUmeiito  afToroia , poter  queste  interessare  i geometri  tanto  pel 
metodo , che  pe'risullamonti , soggiugnondu , che  il  loro  andamento  sia  puramente 
analitico,  e potersi  intendere  senza  Dgure  : conchiudendo  in  fine  , clw  indipenden- 
temente dall  atililà  diretta  che  tali  soluzioni  potranno  avere  in  molli  rincontri,  ser- 
Viraniw  priocf|ialniente  a mostrare  con  quanta  beliti  e succesM  il  metodo  algebri- 
co posta  essere  impiegato  io  quistioni , cito  sembrano  estere  il  più  dipendenti  dalla 
Geometria  propriamente  detta , e le  meno  prt^rie  ad  esser  trattate  col  calcolo  . 
Cuti  fosse  però  il  risultamcnlu  di  tali  ricerclie  , c (punto  \alestero  riinpetlo  alle 
ebete  soluzioni  proccurale  con  ranalisi  degli  antichi , può  ognuno  rilevarlo , dal 
senfronto  di  U1  memoria  del  de  la  Grange , con  quella  inserita  nel  voi.  1.  degli 
Alti  della  ooetra  Acoedemia  delle  Scienze  (%].  Posteriormente  gli  analisti  francesi 
Munge  e Lacroii  ti  valsero  di  que’ principi , per  compiere  in  forma  icicntilict 
una  nuova  Geometria  analitica  , che  fu  detta , e l'i  a du«  ( (re  coordtnnle  , 
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derni  coltivatori  di  esso  , e mostrar  loro  la  necessità  di  non  devia- 
re interameote  da’  già  conosciuti  metodi  , ci  determinammo  a pub- 
blicare alcuni  opuscoli  matematici  di  nostra  scuola  , oe*  quali  trat- 
to batto  inserimmo  talune  ricerche  , da  cui  i difetti  , o la  minor 
perfeiione  di  questa  moderna  Geometria  analitica  , si  potessero  più 
di  leggieri  ravvisare . A tal  fine  ripigliando  le  tracce  già  con  tanto 
successo  segnate  in  nostra  scuola  dal  Giordano  , pel  celebratissimo 
problema  dei  Cramer  anche  generalizzato  , ne  recammo  le  diverse  so- 
luzioni comparandole  tra  loro  ; altra  elegantissiffia  ne . aggiugnemmo 
del  nostro  collega  Scorza  , e molte  ricerche  ailini  |hu-  trattammo  in 
breve  , che  della  considerazione  dell’  Eulero  , e de’  suoi  distintissi- 
mi allievi  Fuss  e Lexell  erano  state  degne;  ed  una  delle  principali 
Accademie  di  Europa  , si  aveva  recato  a sommo  picgio  d'  inserirle 
ue’  suoi  jitti , E dopo  tutto  ciò  così  cònchiudevamo  : Preghiamo 
i coltivatori  della  Geometria  analitica  a due  e tre  coordinate  , di  ■ 
voler  risolvere  e costruire  giusta  i loro  metodi  , e per  nostro  gra- 
dimento i problemi  generali  di  quelle  mirabili  iscriaioni  , e di  al- 
tre ricerche  adirti  . Nè  però  dal  lungo  periodo  corso  di  ventotto 
anni  queste  nostre  preghiere  sono  state  anche  in  minima  parte  c- 
saudile  (/). 

Più  innanzi  il  Fergola,  a nosb'a  spinta,  s' indusse  a farci  pubbli- 
care le  soluzioni  de’  problemi  de  Jnclinationibus  universalizzati , il 
quale  argomento  costituiva  un  anello  della  seconda  ]iarte  dclli  sui 
Arte  d' Inventare  f di  cui  già  fin  dal  1809  avevamo  pubblicata  Jl 
jirospctto  : e nell'  intruduzione  ad  esse  , die  come  prove  di  fitto  pro^ 
ponevamo  , per  porre  al  confronto  1’  efficacia  de’  metodi  geometrico  , 
e geometiico-analitìci  , più  di  un’  opportuna  riflessione  tàcevnmo  al 
]iro|)Osito  , sulla  iusuflicienxa  per  molti  riguardi  della  modernissima 
tàcoinctria  a due  e tre  coordinate  (m). 

■ I ' 
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Rloustì  infraltoosi  questi  tentativi  , quel  sommo  uomo  , miran- 
do più  da  vidoo  la  cosa,  volle  istituire  un  parallelo  di  fallo  tra  i 
mezzi  della  modernissima  Geometria  analìtica  e *1  metodo  Cartesia- 
no , col  confronto  delle  istituzioni  di  Geometria  sublime  trattate  nel- 
r uno  e nell’ altro  modo;  e quindi  nel  1814  ci  permise  di  pubbli- 
care U tuo  Tirattato  analitico  delle  Sezioni  conichè  , e de’  luo- 
ghi geometrici  per  esse  , opera  elaboratissima , compiuta  nel  suo 
genere  , e piena  di  ricerche  nuove  , difficili  ed  importanti  ; c dalla 
quale  graodissìrao  vantaggio  ritrarranno  coloro  , che  per  la  buona 
' strada  certheranno  avviarsi  alf  invenzione  geometrica  col  metodo  a- 
- naiìtico  de’ moderni  . In  essa  passo  a passo  , e nella  pre&zione,  ed 
in  note  , e negli  scoi)  vien  dimostrato  ove  difetti  il  novissimo  me- 
todo a due  coordinate  ' . Ma  quest’  opera  sebbene  scritta  con  in- 

’ Volendo  qni  notare  alcuni  solamente  di  tali  luoghi , che  ci  son  cadali  sottoc- 
chio , peroomodo  una  tale  opera  , indicheremo  nella  prtf.  il  3. , ove  l' antoro 
una  per  una  enumera  le  mancanze , che  rawiaansi  nelle  modemiaaime  istiluiiooi 
analitiche  sulle  curve  coniche,  nè  dopo  cU  postiam  dire  che  finora  sii  si,  da'compi- 
latori  posteriori  di  esse,  ciò  corretto  ; ed  il  $.&.  ove  egli  adombra  il  nuovo  metodo 
analitico  ; e la  seconda  noterella  alla  pag,  5.  Inoltre  la  nota  a pag.  28,  ove  la 
conchiufione  sembra  riguardare  un  problema  dilficile  risoluto  col  metodo  a due 
coordinate , da  un  distinto  professore  napoletano  educato  in  nostra  scuola  (n);  e 
l'  altra  a pag.  il . nella  quale  di  propoaito  compara  gli  efietti  de'  due  metodi  gen- 
nietrico-analUici , beendo  rilevare  b grandisMna  effleaeta  e ebbrezza  del  Carte- 
siano sul  propoaito . Altro  difetto  in  cui  auole  inciamparsi  da'  coltivatori  del  moder- 
uiasimo  metodo  gecmetrico-analitioo  b osservare  nella  nota  a pag.iS.  E sono  pa- 
re da  cottridenrsi  le  noie  a pag.lol , 138 . Ma  senza  andar  un  per  uno  enuncian- 
do tali  luoghi  ; tutto  questo  tnttato  del  FergoU  serve  egregiameate  all*  oggetto-, 
di'  egli  fi  aveva  prefiaao  di  dimostrare , cioè , quanta  prevalenza  abbb  il  metodo 
gcemetiKo-analltieo  sul  puro  aaalbico  de'  modenuori . Ni  aveva  pur  mancato  di 
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dicibile  &cililà  e chiarezza  , rìescira  ancor  troppo  kborloca  , per  ta 
varietà  delle  ricerche  tutte  importanti  che  vi  si  contengono  , a co- 
loro che  al  presente  amano  di  diventar  presto  risolvitori  di  problemi , 
già  [in  più  modi  e con  eleganza  risoluti  , contentandosi  che  le  loro 
soluzioni  risultino  comunque  , purché  possano  dichiararsi  autori  di  ùn 
opuscolo  , ed  anche  di  un  libro  , ed  imporne  al  volgo  ; e però  dob- 
biam  credere  , che  costoro  alcuna  pena  non  abbiansi  mai  data  di  ap- 
profondirla , e fijrse  che  non  1’  abbiano  oà  men  guardala , o che  non 
ne  conoscano  l’ esistenza  , come  per  tutte  le  opere  classiche  di  nostra 
scienza  di  presente  avviene , le  quaU  in  breve  tempo  sono  pur  dive- 
nute viete  , e condannate  ad  essere  ornamento  di,  libreria  , ed  a fi- 
gurare al  più  nelle  storie  che  di  quella  si  scrìvono  (p). 

Non  jK)tendo  dunque  rìescire  a convincer  costoro  dircUamen- 
tc  , discorrendola  con  essi  sul  valore  e sull’  estensione  de’  metodi  ; 
polche  ciò  su]>[>uiTcbl)e  la  conoscenu  di  questi  , e ci  trari-ebbe  di 
quistiune  ; non  dal  modo  tenuto  per  lo  pssato,  più  innanzi  indi- 
cato , c che  era  un  mezzo  di  latto  : e vedendo  di  giorno  io  gior- 
no andar  presso  noi  le  matematiche  declinando  , mentre  vantansi  da 
taluni  ibridi  progressi  ; abbiam  preso  I’  espediente  di  ritinovcllare  l’an- 
tico sistema  , che  iie’due  [tassati  secoli  fu  di  valevolissimo  sprone  a 
iàr  grandemente  progredir  le  matematiche  , cioè  quello  di  dimanda- 
re a’  nostri  matematici  le  soluzioni  di  due  problemi  , c rinuovar  loro 
la  dimanda  di  altra  volta  proponendo  a chi  vi  adempisse  , con  le 
condizioui  che  verranno  assegnale , il  premio  di  una  medaglia  di  oro 


faro  qualche  arvertimcnlo  sul  proposito,  a vantaggio  della  Geomeiria  antica  nell* 
note  a’  §S-  io , 51  del  lib.  I.  delle  sue  Srtiimi  Conicht  tMtlieke  (o). 

* l)i  questo  stesso  espediente  si  era  prevalso  U Viviani  a’  suoi  tempi  , per 
coloro  che,  troppo  cultori  del  nuovo  metodo  Cartesiano,  disprezzavaoo  l' antica  ana* 
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di  ducali  sessanta  per  ogni  quistiune  , non  a titolo  di  compenso , die 
nè  pari  alla  nobiltà  della  scienza , e de’  coltivatori  di  essa  , nè  al  ser< 
vigìo  importante  che  a questa  si  rende  , si  potrebbe  da  noi  dare  ; 
ma  semplicemente  per  ofTrire  un  contrassegno  pubblico  e'permaneu* 
te  al  merito  di  tanta  operazione  (^). 

I soggetti  che  proponiamo  a’  nostri  coU^hi  matematid  napole- 
tani , ed  a’  valorosi  giovani  che  battono  ora  questa  nobìlissiiqa  car- 
riera , sono  notati  nelle  due  seguenti  pagine  . 


lui  , proponendo,  tinguUt  UUmrio  in  Oiit  dtgentibM  hoditpmeìarùHmù  anaty 
«li»,  il  celebre  enigma  jiometrieo,  ut  Ainc,  qui  lemert eonlumdia*  inGtome- 
trìam  jactn  audtnt , tilen  diicanl , ret  potùa  maxima  eum  eoe*  txciament  : Oh  I 
unica  tirorum  tciscilabilium  leienlia  a Divina  m haminum  mente  infoia,  ut  han 
inpenni,  mulabUibui,  faUacibutqy^xonttmpUt,  atitrna  «efo,  quoiiemperet  uni- 
euiqut  iuni  taitm , tantum  apptfat , nihilque  aliud  unquam  maqit  innoeuun  tei- 
r»>*rjuir8» , 
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» Esibire  la  corrìspoodeote  conreneToIe  costruzione  geometri» 
B ca  della  soluzione  analitica  data  dal  de  la  Grange  del  pioble.iia  di  : 
» iscrivere  in  un  data  cerchio  un  triangolo  i cui  lati  passino  per 
» tre  punti  dati,  non  dipartendosi  afiàllo  da  que’ medesimi  jirinci- 
» pj  da  quel  sommo  analista  stabiliti  , per  {)crrenire  all'  equazione 
» finale  del  medesimo  ; e compierne  poi , con  gli  stessi  principi  , la 
B dimo^azione  analitica  (r). 

Se  di  un  tale  argomento  occupossi  nulla  meno  che  lo  stesso  Eu- 
lero , il  quale  dubito  forte  della  posùbilità  di  una  costruzione  ele- 
gante della  soluzione  analitica  del  Lagrange  ; e so  il  suo  discepolo 
Lezell , dopo  molti  c lunghi  giri  di  analisi  non  potè  giugnere  a com- 
pierla ; sarà  cerUmente  d^no  di  gran  lode  quel  nostro  matematico, 
che  ritentando  un  tale  argomento  , Talrsse  a { crfezionarlo  nel  modo 
da  noi  dimandato  . 

Il  Tantaggio  che  ritrarremo  dalla  buona  riesdta  di  questo  la- 
voro, sarà  di  compiere  interamente  tutto  quello  che  riguarda  un  po- 
blema  famoso  , che  in  nostra  scuola  è stato  io  più  modi  ripetute  vol- 
te trattato  , reso  generale , ed  esteso  ad  altre  ricerche  affini  ; e del 
quale  non  si  ha  per  anco  alcuna  adequata  analìtica  soluzione  . 
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Problema. 

Iscrivere  in  un  triangolo  dato  di  specie  di  grandezza  tre  cer> 
chi , I quali  ti  tocchino  tra  loro  , e tocchino  i lati  del  triangolo  , ^ 

Uo  caso  setoplióssimo  di  questo  problema , quando , cioè  , il  tri- 
angolo dato  fosse  isoscele , formava  parte  del  problema  detto  trigc- 
mello  da  Giacomo  Bcruonlli , che  ne  diede  una  aoluaionc  analitica 
nel  lemma  II.  della  sua  dissertazione , ove  imprese  a risolvere  un  tal 
firoblema  trigemeUo  , proposto  per  pubblico  affisso  nelle  piazze  di 
Amsterdam  , mentre  egli  colà  dimorava  (s). 

Ed  appunto  nel  nostro  problema  generale  , dopo  essersene  per 
incidenza  occupato  un  distinto  matematico  italiano  , si  sono  impegna- 
li più  dotti  profossori  italiani  , foanccsi  , e tedeschi  ; ed  ultimamente 
una  delle  maggiori  accademie  di  Euro(>a  I'  ha  pure  accolto  ne’  suoi 
Alti  ; sicché  non  v’  ha  dubbio,  che  sia  o|iera  dì  mollo  inerito  il  ten- 
tare di  più  eleganlcmciilc  risolverlo  . 

La  soluzione  che  ne  dimandiamo  potrà  o esser  fotta  col  metodo 
d^gli  antichi  , distendendone  anche  la  corrispondente  composizione 
geometrica  , o pure  con  I'  analisi  Cartesiana  ; o iioalroente  col  mo- 
dernissimo metodo  a due  coordinato  ; dirìgendo  noi  specialmenle  a’ 
poalrì  sagaci  cultori  di  esso  questa  ricerca  , per  saggiar  la  forza  e 
r «stcBsione  di  un  tal  metodo.  . In  questi  due  secondi  casi  però  do- 
vrà darsene  la  conveniente  costruzione  e dimostrazione  , non  dipar- 
tendosi da  que’  principj  , che  hanno  servito  all'  analisi  , e derivan- 
dole dalle  formolc  stesse  di  questa  ( s'  ) . 

Uo  tal  problema  servirà  di  convenevole  supplemento  a’  prò- 
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blcmi  delle  Tationì , egregiamente  risoluti  dall*  insigne  nostro  socio 
Fergola , pubblicati  fin  dal  1 809  , ed  iq  segnilo  consegnaU  ne| 
Tol.  I.  d^ii  Atti  della  nostra  R.  A.  delle  Scienze  ((). 


in. 

Problema* 

hcrivere  in  ma  dala^iramlde  triangolare  quattro  sfere , le 
quali  si  tocchino  tra  loro  , e tocchino  le  facce  della  piramide  . 

Un  tal  problema  , non  mai  proposto  , e tentato  da  altri  , per 
quant*  è a nostra  notizia  , potrà  anche  venir  risoluto  col  metodo  degli 
antichi , con  l’analisi  Cartesiana  , 0 con  quella  a tre  coordinate  (»). 

La  soluzione  di  esso  compirebbe  ad  un  tratto  le  due  Memo- 
rie del  prof.  Flauti  , 1*  una  de' Contatti  sferici , e 1’  altra  della  Pi- 
ramide  triangolare^  inserite  nel  voi.  I.  degli  Atti  della  stessa  R.  A, 
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MODO  DI  PRESENTARE  LE  MEMORIE , E DI  GIUDICARNE.  > 


Sono  «sFopiBli  • per  rB]X>ndete  a’ quesiti  pi-oposli  Ire  mesi , n 
rontare  dal  primo  del  maggio  |irossimo  : che  però  , per  tutto  il  di 
ultimo  dì  luglio  seguente  , i concoireoti  al  premio  dovranno  far  per- 
venire in  mano  del  segretario  perpetuo  della  R.  A.  delle  scienze, 
cav.  MoDtkeHi,  le  loro  Memorie  , distinte  da  un  semplice  motto  , 
e senza  segnarvi  afiàtto  il  loro  nonae  , che  noteranno  in  una  scheda 
ben  suggellata  , sulla  quale  venà  scritto  lo  stesso  motto  ^ . 

Nella  prima  tornata  del  venturo  mese  di  agosto  il  segretario  per- 
petuo presenterò  le  Memorie  inviategli , chiuse  come  sono  , al  pre- 
sidente dell’  Accademia  , il  quale  a|>erlcle  io  presenza  di  questa  , le 
firmerà  , pagina  a pagina  , insieme  col  segretario  perpetuo , e co’  tre 
seniori  ; ed  ìndi  saranno  mandate  alla  classe  matematica  pel  corri- 
spondente  esame  , che  dovrà  terminarlo  nello  spazio  dì  due  mesi  ; sio 
che  possa  renderne  conto  alF  Accademia  nella  prima  tornata  del  no- 
vembre venturo  . Il  s<'gretario  della  classe  leggerà  ad  essa  ciascuno 
scritto,  e potrà  anche  ogni  socio  della  raedcsiina  dimaiid>trlo,  per  coo'- 
siderarlo  particolarmente  ; e della  discussione,  che  avrà  avuto  luogo, 
se  ne  penderà  notìzia  nel  processo  verbale  corrìspondeute  . Il  pa^ 
rere  dovrà  da  dasenno  esser  dato  per  iscrìtto  : raccolti  i pareri  dal 
segretario  della  classe  , questa  si  rhiuirà  di  nuovo , per  leggerli  e di- 
scuterli in  comune , e stabilire  il  rìsoliamento  di  essi  come  il  voto 
della  classe  , die  verrà  registrato  , per  rilevarsene  poi  alla  fine  , net 
vaso  che  sieusi  avute  piò  soluzioni  di  una  stessa  delle  quìstioni  pro- 

’ La  R.  A.  delle  Scienze  di  Napoli  si  è compiaciuta  di  gcniilmenle  accogliere 
la  preghiera  del  proponente  lo  qmitioni,  ed  i premj , di  (ar  ricevere  dal  suo  srgr^ 
tario  perpetuo  le  risposte , e furne  giudicare  del  inerito  dalla  sua  classo  male- 
snatica  , 
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poste  , qodU  che  si  stimerà  la  più  diente , alla  quak  verrà  ag* 
giudicato  il  premio  , e pubblicata  nel  volume  degli  Alti  dell'  Acca- 
demia , se  questa  lo  troverà  couvenieuto  , o.  pure  stampala  separata- 
mente . Lo  stesso  per  quella  , o quelle , che  saraiuio  state  credule 
degne  dell’  Accessit  . 

Le  Memorie  non  approvale  , dojto  essersi  bruciate  le  schede  che 
r accompagneraono  , iu  presenza  dell'  Accadetqia  , riiqarraoao  depor 
sitale  nell’  archivio  dì  essa . 
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(a)  Trt  le  altre  perdite , che  i giusti  appreizatori  del  loro  metodo  deplora- 
no , bisogna  notare  tutto  quel  materiale  da  essi  preparato , per  la  composiiiciie 
de'  problemi  ipmvlidi , o lineari  , riguardante  le  superfìcie  curve,  e le  linee  in 
esse  segnate  ; del  che , in  più  luoghi  dello  sue  Collezioni , olTro  sicuro  argomen- 
to Papfo,  tra' quali  è degno  di  esser  qui  recatoti  seguente  , dopo  la  prop.  xxx 
del  lib.  IV.  : Affini  geometrae  datum  angvlum  rectittnruin  Iripaiiilo  leeare  ro- 
lenlet  , ob  kanc  eaueam  haeeilarvni.  Problemalum,  guae  tii  Geomeiria  eoneideratt- 
tur  , trio  tue  genera  J/cimu*  , et  torum  alia  guidtm  plana  , alia  solida  , alia 
vero  linearla  appellari,  Quae  igilur  per  rteiat  lineas  et  eireuli  eircumfertniiam  tol- 
n poteuni , merito  dieuntur  plana,  lineae  enim per  guai  lalia  prMemala  intmi'un- 
furin  plano  ortum  habtni.  Quaecungue  vero  toltuntur  , auumpta  in  conttructio- 
nem  aligua  coni  ttelionf  , rei  etiam  pluribue  , solida  appellala  sani , quo- 
niam  ad  eonslruclionem  tolidarum  figuramm  ipptrficifbut  videlieel  conicii  uli 
neeettarium  ut . Relinquilur  lerliutn  genut  proUraialiim  , quod  lineare  appello- 
tur,  lineae  naia  oitac  praelerjam  diciat  in  eonslructionem  auumuniur , quae  va- 
rium  et  diOicilem  orlum  habvnt,  ex  ìnordioatis  snpcrfìciebus  , et  motibus  implica- 
tis  lactae  , EJuimodi  vero  tuni  etiam  linose,  quae  in  locis  ad  supcrfìciem  dictia  in- 
veniuntur.et  aliae  quaedam  magia  varile,  et  mullae  a JDemelrio.Uexandrino  tv  TXIC 
yfapfsmatJ  carisassoi , hoc  est  in  iiarariùiu  appriun'onibtti , et  a Philone  Tqa- 
neo  ex  itnplicalione  xì.TimoeiSxv  , et  aiianim  tarii  generis  superficierum  in- 
venlat , quat  multa  et  admirabilia  simptomota  eontinent  ; et  nonnullae  iptaram  a 
)iMiM>ribiu  dipsae  existimatae  tutti  de  quibut  longut  sermo  haberetur.  Una  autein 
aisqua  tx  ipsis  ut , quae  et  odeiira/it/is  a Menelao  appeltatur 
Al  che  petiebbesi  aggiugnerc  lutto  quello,  die,  relativamente  allo  stesso  argomen- 
to, come  estesamcnlo  trattato  dagli  antichi , ha  lascialo  notato  Proclo , in  più  luo» 
|tii  dei  suo  importante  comentaxiu  . 


Note  aggiunte. 

Or  io  credei  mperihio  , nel  pabbllcaie  il  progrtmmi  , di  riandar  tuité 
qncsie  cose  , delle  quali  gii  mi  IroTara  aver  fatto  altra  volta  menrione  , Della 
prefazione  alla  Gtomtlrùi  di  5i>«  , ed  in  diversi  luoidii  di  elsa  ; poiché  non  cre- 
deva , che  il  programma  dovesse  diventare  un  trattato  elementare  dimostrativo 
(li  ogni  cosa  , che  vi  si  asserisce  , nè  poteva  supporre , che  eserdlatì  professori 
tali  cose  assolutamente  ignorassero  i nel  che  essendo  stato  avvertito  in  contrario 
dalla  rùpoUa  fatta  ad  esso,  ove  a^i  antichi  geometri,  non  che  non  aver  mai  avu- 
to metodo  d' inventare  , ogni  conoacenta  in  quei  genere  di  ricerche  si  è audace- 
mente tolta,  mi  sono  creduto  neir  obbligo  di  brevemente  ripeterne  qualche  cosa  , 
alla  quale  aggiugnerò  per  conferma  , ciò  che  dice  il  celebre  Cramer , nella  prefa- 
alone  alla  sua  elaboratissima  opera  /nIraducUon  a CÀiialyM  dei  lijnet  eourhtt  al- 
grbriquef  , alla  cui  mente  dichiaro  di  uniformarmi , tanto  più  che  la  costui  auto- 
riti  , non  mi  sarà  al  certo  lacciaia  di  soverchia  addizione  alla  Geometria  antica  ' 
» Aussi  (ecco  coin’ vi  dice)  les  courbes  ont  ellos  toujours  fait  un  dea  principaui 
*>  ohjels  dos  spcculations  des  géoniétres.  A peinc  la  Géométrie  sortoit  elle  de  V cn- 
» fance  , qii’  elle  s'occupa  des  Scefò  ..  ;sii  ; bicntòl  après  elle  ailmira  les 
» propriétés  de  la  Conet/itle  , de  la  Ciwidi , des  Spiraltt  ( courbes  tres  di(T‘reeis 
X de  celles  quo  nous  designons  par  ce  nom,  et  qui  seni  Ics  Urlicet  d*$  ancieiu  } (t 
» dtplutieun  autivi  iiijna,  doni  U non  tl  la  eonnotuanct  a jmri  avee  la  plùpart  des 
v monumenls  de  l'ancieone  Géométrie  E tralasciando  la  continuazione  di  questo 
ragionamento,  ove  il  celebre  autore  esattamente  espone  il  merito  dell'Analisi  alge- 
brica, noteremo  ad  istruzione  la  conseguenza  che  ne  trae  :nll  y a donc,  ce  semNe 
» de  lliumeur,  et  une  sorte  de  caprice,  è mepriser  tine  méthodo  si  utile,  et  1 faire 
» gioire  de  n'employer  que  l' Analyse  géométrique  dei  anciens.  CtUf-ci,  }t  V acous 
n a (ur  r Àlqébrt  le  mérili  <f  «n«  nidence  {dui  imitNe  , tl  i imi  lertains  iUjantt 
» qui  plail  infiniment  ; mais  il  s' en  faut  beaucoup  qu’  elle  soit  aussi  commode  , et 
> aussi  univcrielle.  Donnea  lui  donc,  li  toni  toirfei,  la  priferenrt',  maU  ne  donne: 
»>  paini  d' txdusion  H f aufrt  mrthodr.  I,c8  vérités  msthématiques  ne  soot  pas  si  fa- 
» ciles  à trouver  , qu  on  doivc  cherclicr  du  raérite  à se  fermcr  qùolcune  des  rou- 
» tcs  qui  peuvent  y conduirc  « . Ecco  come  ragionava  un  gran  geometra  ed  ana- 
lista ; e lo  stesso  ragionevolissimo  consiglio , eh'  egli  in  ultimo  luogo  dà  -,  aveva 
già  espresM  il  de  Tscliimauscn  , inlroducendosl  alla  sua  Memoria  de  dimeniio- 
iif  ciirrarum , inserita  negli  Atti  di  Lipsia  pel  1695,  dicendo  ; finn  ran'oe  m 
Molhtti  dtnliir  ride,  ad  ttudem  rtrilalct  inrtnimdat  duetnita  , pinrimum  in 
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te  petiutJum  di  ttudii,  tki^icimma  «I  imttllgrtiir  . E coll  lianno  Mmpre 
peesalo , e detto  Uitt'  i sonuui  nwtemaUoi  : che  forte  U «cienn  •>  fosse  ora 
cambiata  , per  opera  de  ' oontraddittori  al  programma  t 

E poiché  la  circoatania  presente  me  ne  porge  opportuna  l' occasione,  non  yo> 
gtio  tralasciare  di  render  puUdica  testimooiania  di  rispetto  al  già  fti  ottimo  pr»> 
fessor  Bnmacci,  il  quale  io  una  sua  lettera  da  Milano,  in  data  del  9 fetdiraje  1817 
cosi  serivevami  : > Nella  mia  lettera  , nella  quale  la  ringrasiava  della  di  lei  bel* 
> la  opera  Gtomttria  di  Sito  te. , ohe  geolilmeote  mi  aveva  relitto  mandare  in  re- 
it  gaio,  le  prometteva  di  scriverle  un’altra  volta  dopo  averla  letta  , Eccomi  a coni- 
» piere  la  prome^,  lo  ho  con  gran  piacere  guatata  l'opera  sua,  e particolarmente 
p Ip  cose  sulle  pfseloidi , Oh  cerne  noi  andavamo  lungi  dal  vero  , credendo  nuova 
p mtenuneoto  la  dottrina  di  quelle  curve  generate  dal  moto  di  una  retta  nelle  spa- 
pio  1 CostTCìlgo  con  lei , che  troppo  i nudami  homo  alibandonaU  le  rfe  àeftvts  da> 
» gli  giUieii , t che  utiliitimo  tarMe  a pueile  dà  iMaoe»  oerieiMim'.  Ella  segna  la 
p sua  luminosa  carriera  ad  onore  della  nastra  Italia  Che  direb- 

be ora  se  vivesse,  io  sentir  proflerlre  tante  soiocchesse  nella  ritpoiUi  al  progranr. 
ma  , che  non  par  mai  vero,  che  tante  se  ne  avessero  potuto  ammassare  ? E lo 
stesso  sentimento  dei  Brupacci , che  ho  qui  preferito  , perchè  comunemente 
giudicalo  più  d^  matematici  italiani  de'  snoi  bei  tempi  dedito  all'  Analisi 
algebrica  , di  che  non  discoaveogono  ^ stessi  contraddittori  al  programma 
mi  hanno  , in  divers’  incontri  manifestato  tutti  gli  altri  illqstri  materoalicì  ita- 
liani suoi  contemporepei , che  tralascio  nominare , per  pan  essere  infinito  . 
Raccogliendo  dunque  dé  che  qui  ho  sparsamcple  accennato , conchiudciò  , 
iM»  aver  mancato  gli  antiehi  di  pitesisiima  eonosceosa  sulle  linee  curve  in  gene- 
rale , e sulle  snperficip  curve  ; ma  bensì  aver  mancato  della  facilti  in  classifi- 
carle , esprimendone  la  natura  per  la  corrispondeate  equaaione  , dalla'  qua- 
le i principali  sintomi  di  esse  più  sgeTolmente  deducoosi  ; il  che  forma  gran  van- 
taggio pel  metodo  algebrico . Al  contrario  però  averci  cari  sopravanzalo  nell’  as- 
segnare delle  corvè  che  consideravapo  tutte  le  proprietà  geometriche  , ed  in  ado- 
perarle nella  costruxione  de'  problemi  ipenolidi  ; al  che  poi  non  siamo  per  an- 
so pervenuti  .^Donde  sempre  più  si  dimostrerà  ragionevole  la  eonchiusione  po- 
c'  anzi  recata  del  Cramer  , che  ripeterò  in  senso  inverso , dicendo  : Cotiira- 
ti  gmanle  voUe  i melodi  algebrici , elei  tono  unicmali  e comedi , e più  facUnuor, 
te  Mppnndomi  t ci  adoprano  ; che  perù  per  mazzo  di  etti  eii  aperta  la  porta  del» 
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fintfnrioHt  a partef hi  ipiriti,  pt' fualt  tarMe  miata  $emprt  chiusa  tema  fut' 
sto  soccorso  , Ma  non  traseumte  di  eoHivarc  il  metodo  aulico , stelli  cote  geometri- 
che , e di  leggere  e medilan  le  opere profoude  de' greci  snaestri , dalle  guali  si  me- 
coglie  ifi/mita  uienta  , da  comprovare  , rùehiarare,  e promuovere  vie  più  la  Geo- 
suetria  col  metodo  istodenso  , 

(6)  Credei  che  di  queeta  mia  propoaiziooc  non  vi  sarebbe  stato  alcuno  , 
per  poco  usato  ebo  fosse  nelle  ricerche  geometriche  , con  T un  metodo,  o eoo  l' al- 
tro , che  non  convenisse  pienamente  : ma  poiché  i contraddittori  al  programma 
né  men  ne  sono  persuasi  , il  che  per  altro  fa  grande  sorpresa  , ho  s'cHn  a 
tganoarli , tra  lo  tante  autorité  che  potrei  loro  addurre  ( deile  quali  gii  quella 
del  Cramer  trovasi  per  incideoia  riportata  nella  precedente  nota  ) , due  luoghi  di 
moderni  analisti . Nel  primo  de'  quali , eh’  è doli'  illustre  Carnot , con  profonditi  a 
ponetrazione  ne*  due  melodi  , costui  cosi  ragiona  ; » La  multiplicité  dus  succés  de 

> l’analyac,  l’accord  Constant  de  ses  résullata  avec  ceux  qu'oo  pouvoit  obtenir  par 
n la  synthése  , tl  le  sceau  de  I «n’dcnca  apposi  tstcetttit  emeul  par  eelle-ci  d tonici 

> les  dieourertes  de  la  prtsuiirt  , ont  mia  hors  de  doute  la  eertitnde  de  ces  procé- 
n dèa.  Mais  lors  des  premiere  esstis  de  celle  mélhode  (T  inventlon,  on  dui  Uro  fori 
X circoospect  , et  l' on  n'  osa  mettre  au  jour  lee  decouvertos  operées  par  soo  tuo- 

> yen  , qu'  apres  Ics  avoir  fai!  passor  par  f épreuve  do  la  synthéae 

X On  est  deveiiQ  plus  bardi  a force  de  succés  ; et  Ics  réiultsls  de  l' analyse  inspi- 

> reni  aujounfliuì  la  ménic  connance  que  ceux  de  la  plus  rigoureuse  synthése 
X ( Geom.  de  Axition  §.ié.)  « . E di  tutto  questo,  eh'  è qui  ghidiziosamefllo  del- 

> lo  dal  Carnot , non  vi  sari  buono  istitutore  in  Matematiche  il  quale  non  ne  sia 
C‘)Ovinto  . e che  non  vegga  però  la  necessiti  di  far  progredire  a passo  egutle  il 
giuviue,  clic  si  avvia  nelle  ricerche  geomeiriche  si  con  l'un  metodo  Che  eoo  rsltro  : 
<i'  dode  ancora  , per  la  buona  e perfetta  istituzione,  fa  bisogno  , come  il  iHsai  altra 
volta  , nella  mia  DitterUttiiout  sul  metodo  in  Matemaliehe , ec,,  di  lar  precedere , 
oal  mono  accoppiare  l' iosegnamcoio  dello  Sezioni  Cottiehe  esposte  in  forma  geo- 
metrica , alle  stesse  trattate  eoo  l' analisi  moderna  . Su  di  che  ancora  que’  con* 
traddUlori  hanno  trovata  a ridir^  ; e noi  volentieri  condoneremo  ciò  atta  poca 
apcrienza  nell'  insegnamento  , di  colui  che  ha  dato  il  nome  alla  Xispoela,  ' 

L’ altra  delle  autoriti  è presa  dal  Lbuilior , il  quale  al  proposito  della  so* 
hiziooe  generale  da  lui  recata  al  problema  del  Cranièr  , cosi  esprimesi  : » Ja 

> sull  éluigné  Je  vouluir  mettre  eu  parallèle  avec  ia  marche  lumiueutt  des  auciene 
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1 U fntéii  iKiMMl  pwtmtntt  algtbrijtit,  Je  seni  trop(  et  je  le  sens  tvee  satliKi^ 
X tlioii  ] comliiea  la  Giomitiie  T emporte  daoi  ce  caa  sor  1'  AJgét>re.  Je  aaiaia  au 
» Ceolraire  (aree  l' auteur  ) cotte  occaiino  i engegtr  Ut  jemtti  wtathdmatieiort  à m 
tfasmHntrtxtluintmtHtauxmétkoiUtittcaleuli  maii  à cullirtr , au  mciiu 
» <iaM  (ntrtfmuèrM  ifuiet,  Itt  mélkada  aneimati  avtc  plui  4e  sain,  fue  »<  l' on 
» fnl  U fiat  praiMÌ  nambn  itt  caUuUUun  nodenut  « ^ Dal  qiul  luogo  beo  et  rì- 
leva , che  ooo  aiamo  ooi  eoli  ad  ioculcare  , che  bob  debbaai  tralaaciare  di  col- 
tivare ooo  molto  atudioU  oietodo  degli  aotiebi,  da  colore  , che  da'  metodi  analili- 
ci  moderili  voglioe  trarre  vantaggio  . 

Ad  OMO  agghigneremo  ancora  ano  squarcio  di  altra  lettura  direttaci  dal  Bru; 
nacci , al  proposito  di  avergli  inviato  il  primo  fascicolo  degli  O/mieoti  Malimaiin  ; 
il  che  serviri  anche  ad  assicurare  , che  questa  parte  di  essi , che  compruudoa  i 
pràni  tre  opuscoli , era  gii  conosciuta  fin  dal  18111 , eh'  è 1 epoca  della  data  di 
tal  lettera  , ove  dicesi  ; a AJei  reodo  vivissime  graaie  dell'  avermi  mandato  iti 
a dono  quei  primo  quioterao  dì  qfuteoU  maltmaiiti.  - Ella  dice  par  beoe^  che 
» trascurando  la  sintesi,  i geometri  si  tarpano  una  delle  due  ali  che  hanno  per  sa- 
a Ut  suhlime  . A me  i seoqire  piactola , e duolmi  di  eiterml  troppo  laacia- 
» lo  Iraaportar  dalla  corrente  . In  questo  nostfo  regno  peri  si  è cominciato  i 
> rimetlere  in  pre^  la  Geometria  di  Euclide  , per  I'  eihicaaiene  de’  gwvanetti  . 
Jt . . , 

(e)  Nella  scuola  del  Galilei  coenpironai  le  fondamenta  de'  metodi  sommahM] 
moderai , promovendo  la  Geometria  ; e cosi  preparavasì  a gradi  quei  grande 
cdifiiio , che  ne'  metodi , e uelJa  scienu  deUa  Natura  dovevasi  da'  geometri  po- 
sterioci , • sol  decorrere  di  pi&  di  un  secolo , devare . D Newton  lii  ancor 
«gU  istitaito  neil'  antica  Geometria  , ed  af^reziatore  gtandisiimo  de’  metodi  di 
questa  ; e peri  da  esso  poli  darsi  r uitimo  passo  pel  perfezionamento  de'  me- 
todi sommatoti  • ^ Fisica  spciimentale . Chi  conosce  Is  storia  delle  Ma- 
tamaUche , « sa  cooten^lare  1 progressi  dello  spiiHo  umano  in  esae , s la  ge- 
Mti  delle  scoperte  fattevi  > nsn  dùnanderi  certamente  perchè  GaUlei  non  fu 
Cartesio  , e questi  non  fu  Newton , conoscendo  afgHono  , che  vi  bisogna  una  ge- 
nsd  susestsiva  da.  un  punto  di  tali  scienze  , nelle  quali  il  caso  nen  ba  alcuon 
palle  ,sd  un  altro  ; e questa  è I’  opera  del  tempo , e non  di  un  solo  uomo  . Ma 
«siero  die  avevsn  detto,  che  gli  antiebi  potettero  produrre  tanto  sublimi  veritd 
fSfdritht  rana  licua  metodo,  ed  a caso  penrencndovi , potevano  ancor  sogg»- 


Note  aggiunte. 


gnrre  , che  (e  nella  icnola  del  Galilei  ai  foaae  coHhraU  eacluainitiente  F analisi 
moderna  , ed  abbandonata  la  Geometrìa  , ai  aarebbe  di  alando  perTemrto  a rapire 
àir  immortai  Newton  il  merito  , di  eaaere  lo  acopritore  delle  rere  leppi  deirUhi* 
verso  : c bisogna  anche  aiipporre  aenza  aver  conosciuta  e stabilita  qudia  delF  at>~ 
tiazione  universale , che  sirnramcnte  non  fu  opera  del  calcolo  numerico . Ma  la 
scuola  del  Galilei  Sarà  sempre  contenta  di  aver  promossa  la  Geometria  , la  Mec- 
canica , c la  scienza  idraulica  , e di  aver  lasciate  opere  . che  il  volger  de'  secoli 
non  ha  fatto  , nè  fari  dimenticare  ; dd  pari  che  gli  aniori  di  esse.  *’  '■> 

(cil  Da  questo  luogo , e da  altri  del  nostro  programma,  non  pare  che  risM  la 
conseguenza  , eh' è piaciuta  trame  a’visionaij  contraddittori  (fi  esso  , che  nel  me  - 
desimo si  volesse  persuadere  , che  abbarnhoata  I'  AnalM  modrmna  , ai  doveass 
assolutamente  coltivare  I'  antica  . Ciò  che  sì  è sempre  raceomandato  in  nostra 
acuoli  , e la  maniera  come  vi  ri  sono  educati  gli  alitevi  In  Matematiche  , con 
loro  grandissimo  profitto  , e della  sdenta , del  che  sono  un  esempio  i contraddiN 
lori  medesimi , è stata  quella  di  accoppiar  tempre  la  conoscenza  dell'  un  me- 
todo air  altro , valendosi  all'  uopo  de'  mezzi , che  dascqoo  poteva  afi*  opportuni- 
ti  offrire  ; e tra  gli  altri  argomenti  ifiqueata  patura  in  eaaa  dati,  potremo 
citar  , corno  pubblico  e permanentè  , quello  degli  Opuscoli , e comprovarlo  eoo 
tanti  lavori  géomctricoianafitid",  o assolutamente  di  pura  analiai  pubMIeall  in 
ognitempo  dal  Pergola  , o da^  suoi  diseepoM  . die  hanno  ad  eaai  morilala  la  pub- 
blica stima  . E lo  stesso  Giordano  , mentre  dava  del  problema  del  Craraer  ge- 
neralizzato una  soluzione  . la  quale  , a giudizio  del  Lhufiier , uguajfiaw  ai 
•nsiu)  IH  rteganza  Mio  jueUo , eh'  egli  eonotcna  iM  analùi  gtomririca  drjfi 
ontfeif  t db'  i (juanto  di  più  lusinghevole  poteva  dirsi  per  un  gievliiotle  delia 
gua  etù  , non  tnlasdava  , con  estrema  modestia  , figlia  di  veronxtrilo , e ne^ 
cctsarìi  in  cbl  vuoi  cominciare  eoo  profitto  una  cairiera  difficile  , A eoàlbssa  re 
insenoamente  gli  sforzi  inutili  da  lui  fotti , per  risol  vere  il  probtems  In  modo 
’purimente  algebrico , e soggiugneva  ; » Sardibe  veramente  cosa  ^sMansMte  , etra 
^ qualche  perspicace  algebrista  ri  prendesse  la  peni  di  ilnvenire  una  aoletlone  po- 
'»  ramenle  analitica  di  un  ai  elegante  prubfoma  piano,  che  nella  semplitilà  noti  A 
cedesse  alla  stótetica  già  rapportata,  a Ed  il  LhuiUer  ; riportando  qneMo  luogo 
'del  Gnidano,  cosi  conchiudeva;  Rtjankml  area  infoM  fa  eomponiuH  dta  i»Ma- 
' ifrs  coniina  un  juf  ioti  prmeipaiimmt  ftetr  t Htttntiom  dss  , 

ciò  valga  a manifosUre  quanta  porfosae  l' impwàia  di  ooloro  , eba  anche'  ha  tal 
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proposito  lunoo  osato  attaoeare  il  programma  ccme  taporflno  , e da  rigettarsi. 

( f)  Cid  conferma  il  gii  detto  dal  Camot  nella  nota  i , e la  poco  fa  recata 
conchiuMooe  del  Lhuilicr. 

(})  Il  <r  Alembert , gran  promotore  dell*  Analisi  moderna  , volendo  conferma- 
re le  fondamenta  di  quella  degli  infiniti  , si  sforza  provare , che  questo  metodo 
sia  a dirittura  uniformo  e dirivato  da  quello  de'  <tnw(t , del  principe  de' geometri 
Archimede  ; ed  Ù Leitxiita  F aveva  gii  preceduto  in  definire  Archimede  per 
rirttupt»ia«  $agacitaiù , fui  fuudammte  poiuit  iueenlimum  fm  oeiniMm,  m qui- 
bus  ftxmumtnii*  atia$  nostra  jlorùUur.  E ciò  serva  di  conferma  all'  onesta  propo- 
sizione, che  gli  antichi  non  possedevano  alTatto  metodi  d’ inventare. 

(i)  Nessuno  certamente,  che  conosca  la  Geometria  da  una  parte,  e che  sappia 
ancor  valutare  i grandi  benefizi  prodotti  all'  analisi  moderna  dal  sommo  de  la 
6range , ci  attribuiri  a bestemmia  imperdonabile  quella  di  aver  detto  , che  co- 
stui , prìncipe  degli  analisi , non  lo  fosse  egualmente  de' geometri . 

{fi)  Di  ciò  convengono  gli  stessi  buoni , e non  capricciosi  promotori  di  un  tal 
metodo  ; e Io  dimostrano  abbastanza  i tentativi  da  essi  fatti  in  promuoverlo  . Al 
che  comprovare  , recherò  qui  de'  tanti  luoghi  del  Gergonne  , die  reputo  estere 
alato  il  promotore  più  valente  del  metodo  a dua  cooriiuatt , la  seguente  conchiu- 
sione  di  sua  risposta  al  l’oncelet  , inserita  negli  Annali  voi.  Vili,  » De  mon 
» còté  ( cosi  egli  dice } je  ne  négligerai  aucune  des  occasiona  que  , mes  eourta 
a loisirs  pouiTonl  m'  ofiTrir , pour  multiplier  Ics  exemples  du  geme  d'  application 
» de  r analyse  è la  gòométrie,  que  jt  ckmhr  à fain  prinUair;  et  j' ose  croire , que 
■ la  diversilé  de  nos  métbodes  ne  taira  jamais  naltre  <T  aatre  rìvalité  entro  nous , 
» que  cdle  du  téle  pour  l' avancemeot  de  la  Science  . .....  je  m' empresse  de 
» dectarer  que  sana  oser  aOiimer  que  la  qitnUtri*  aaaiyiiqut  puiup  parMoir 
» jusqu*  tà , il  me  pamit  au  moitu  Int  douteux  qv!  elle  puieee  y alltiadn  i use 
B BioM'ere  fatile . E nella  soluzione  , che  a forze  riunite  egli  ed  i suoi  col- 
legU  compilatori  de^  Aiuoli , dopo  nudti  sleoU  , riesciiono  a dare  del  proble- 
ma de'  tre  etreki  du  iserieerti  nel  triangolo , furono  obbligati  a eonfesstre  il 
loro  metodo  inabile  a fargli  pur  riconoscere  per  molto  tpmpo  U natura  dei 
problema  ; e finalmente  di  non  aver  polido  pervenire  che  appena  ad  una  se- 
luiione  aritmetica  di  easo . £ gioveri  pur  notare  qui  di  passaggio  (gUnchè  queste 
argomento  dovremo  di  proposito  trattarlo  nei  parallelo  de'  metodi , che  abbiamo 
più  volte  accennaUiJ,  che  tt  Piùssaot , g|d  mio  MetueU  dee  pnpoeUiom  ds 
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tuflrìt , tutte  le  volte  che  %'  imbatte  in  equaiiooi  t‘ problemi  che  rìaotve  aitai 
tcmpliri  , da  poter  condurre  ad  un  agevole  costruzione , non  tralascia  di  eso- 
guirla  , dimostrando  cosi  appressare  li  merito  delle  ricerche  geometriche  : mentre 
poi  se  quelle  II  presentano  in  forma  complicata  , si  contenta  di  considerarle  come 
numcrirlie  ; il  che  i manifi'stameotc  Incompatibile  con  la  mente  di  tuli'  i geome-. 
tri  , e con  la  natura  di  que' problemi , Lo  stesso  per  ahii  espositori  dol  moderno 
metodo  analitico  puro . Nè  dee  pur  tacersi , che  quante  volle  essi  possono  esibir 
fai'ilmenic  una  geometrica  dimostrazione  di  qualche  veriti  , non  tralasciano  di  far* 
Io  . K dò  prova  che  altrove  si  ha  buon  senso  , e non  capricci . 

(I)  Se  ancor  fosse  vero  , del  che  par  che  ci  si  faccia  rimprovero  , che  non 
pur  presso  noi , ma  eziandio  al  di  fuori  non  ai  fosso  dato  akolto  alle  nostre  pre- 
ghiere , non  però  dovremmo  dispiacerci  di  nostra  ragionevole  dimanda  : poiché  gijt 
prima  si  è accennalo , quanto  fosse  stata  ben  accetta  a' sommi  rostematici  la  solur 
zù.se  del  Giordano,  e dovremo  ritornarvi  nelle  Coiuidmizi'oflt  cc.  E quindi 
possiamo  con  sicurezza  rniichiuderc  , che  in  pregio  abbiasi  pur  dovuto  poi  ave- 
re quella  generale  dello  Scorza  , e le  altre  ricerche  intorno  a tal  problema,  da  lue 
e dal  Giannattasio  aggiunte  negli  O/msrtli , affini  a quelle  trattate  dall'  Eulero  , e 
con  maggior  estensione  dal  Lhuilier  (Vegg.  la  parte  Il.delle  Cotuidfnxioni,  se.) 
'il  quale  dovè  estere  ben  contento  io  vedere  come  li  Geometria  antica  , si  fosse  fi- 
nalmente ben  impossessata  di  un  problema  , eh' egli  aveva  tanto  desiderato  , e 
nel  medesimo  tempo  diffidato  , che  geomelricamento  si  risolvesse  . » Quelqu'  al- 
» tachè  que  je  suis  à la  Géomèirie  det  ancicns  (ecco  com'  egli  eaprimevasi  ) quel- 

> que  regret  que  !j'  gye  de  la  voir  trop  négligée  ; jc  n'osai,  je  dois  l'avouer,  furmer 

> des  espèrences  sUr  son  application  à ce  problème  pris  dans  celle  génòralitè 

» Et  je  forme  des  dèsirs  bicn  plus  que  des  cspérences  tur  uoe  solution  gèomèirir 
V que  «.  Ma  pure  osservisi,  che  noi  pubblicavamo  gli  Opuscoli  suddetti  nel  18M  , 
e ciò  tempo  prima,  ne  avevamo  sparso  II  primo  hscicolo  ( Vedi  nota  ò)  ; che  però, 
trovando  da  quell'  epoca  ripclulamenlc  trattato  un  tal  proUrma  , e le  ricerche  af- 
liiii  ne' distinti  annali  delle  Malrmaliehe,  da  diversi  geometri  ed  analisti , e con 
'diverso  metodo  , ci  si  potrebbe  pennettere  il  sospetto  , che  avessimo  a ciò  pur 
'noi  data  una  qualche  spinta  con  quella  proposta  , la  quale  , sé  presto  noi  riesci 
' ineffirace  a produrre  col  metodo  analitico  puro  una  nuova  toluziuiie  del  problc- 
'ma  particoliro  , Io  fu  almeno  a farne  conoscere  riprodotta  quella  dei  Gergoone 
per  lo  Steno  problema  , il  che  non  rimase  senta  profitto  , e per  noslra  opera , 
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• Nat»  tìggfuiite. 

a coinì'clie  li  com{i{*c(IUc  di  rendere  a' mateniaticf  napoletani  al  importante  lei^ 
»igio'  ‘ . « , 

^ (m)  Si  riacontrìno  io  tal  propoatto  i tre  optucoll  segnati  co'n.is.  x,  xt,  nel- 

la raccolta  pM  volte  indicata  . 

(•]  Veggaai  la  oonchiusione  della  nota  {. 

(o)  1 contraddHteri  al  programma  si  sono  limitati  a dire  ; che  le'  riedrche  dal 
Fergolt  notate  come  omesse  nello  ordinarie  istitnzioni  di  Analisi  a dvt  eoordina- 
le.  eran  comprese  neif  eqnaaion  generale  alle  ctirre  coniche,  c però  lion  esserevài 
difetto  il  trascurarle:  e cosi  pure  altra  volta  Cecero  pubblicare,  che  ogni  problema 
geonoetrico  algebricamente  risoluto  doveva  essere  costruibile  ; poiché  nella'  sua  e- 
quazione  era  compresa  la  natura  di  esso  , e quindi  quanto  per  la  costruzione  bis»' 
gnavi . E noi  non  gli  negheremo  l'nna  e l’altra  proposizione  ; ma  gli  soggiugn» 
remo  solamente , esser  tali  cose  vere,  come  per  l' appunto  comprendevasi  nel  caos 
i'attnale  Universo,  pria  che  il  sommo  Iddio  gli  éasse  separazione,  forma,  ed  ordine. 
Noi  non  contendiamo  di  possibilità  , ma  di  fatto , e non  pur  di  fatto  solamente  , 
ma  di  faciltà  maggiore  o minore  ad  ottener  quelle  venti  dall'  equazion  genera- 
le : ed  i contraddittori  in  parole;  non  so  perchè  non  abbiano  , ad  eaereizio  dì  alcun 
loro  allievo,  fatte  ricavare  quelle  facili  conseguenze  dall’  equazion  generale.  Al  che 
aggigneremo , che  in  tibri  elementari  non  cimvenga  tralasciar  vcrili  c pruMemi  im- 
portanti , uil  semplice  riflèsso  di  esser  facili  a rilevarsi  ; chè  allora  beo  si  po- 
trebbe tutto  tralasciare  , limitando  l’ Istituzione  de'  giovani  a far  loro  conoscere 
quella  semplice  equazione  generale  , 

l)i  ciò  ne  presenta  un  chiaro  argomento  la  risposta  tutta  de*  contraddit- 
tori al  programma . ' 

|y]  E qui  si  avverta  non  aver  io  mai  detto  , «dTrire'un'sl  tenue  premio  per 
compenso  a chi  risolvesse  le  quUtioni  proposte  ; che  ben  mi  strei  guardato  dal 
profTei  ire  simile  indecenza  , della  quale  mi  hanno  voluto  anche  far  regalo  i con- 
Iraddit'ori  al  programma. 

(4;]  Sebbene  mi  sia  proposto  di  non  entrare  aAtIo  in  esame  del  merito  delie 
risposte  stampate  a' quesiti  del  programma  , lasciando  un  tal  giudizio  al  pub- 
blico saggio  ed  imparziale  j pure  mn  posso  faro  a meno  di  accennare'  qui  gen^ 
ratmenta  alcuna  poca  cesa  sU  tale  assunto.  E per  riguardo  alla  prima  quislione', 
nella  Tisftsla  di  programmo,  non  si  è data  la  costruzione,  nel  modo  dimandato  t 
ma  ti  è prolungata  1’  adulisi  fino  a tramutare  I’  equazione  del  de  la  Grange  , prq- 
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‘ Noie  aggiunte. 

prì«  Mlamente  pel  cerchio , a «piena  che  costniùceai  dal  Gergoooc  , da  potersi  aii> 
che  alle  curve  coniche  ntendore,  nella  quale  I rispooditori  trasformano  l' altra  ; 
a ciò  è cosa  ben  facile  ad  ottenerti  da  qualunque  scolarello  , quando  si  ab- 
biano presenti  le  due  equazioni , cioò  il  luogo  di  partenza  e quello  dell'  ar- 
rivo , potendo  solo  variarsi  nel  modo  più  o meno  breve , come  megho  a cia- 
scuno può  rteKire . Ma  non  ora  questo  ciò  che  chiudevaii  od  programma , e 
che  faimò  la  difficolti  grandissima  , per  quella  costruzione  , dell  Eulero  , dv 
suoi  discepoli , dello  stesso  de  la  Grange,  e di  tanti  altri  sommi  matoinalici,  che 
vi  si  provarono  . Ni  tampoco  si  osserva  nella  risposta  vestigio  della  dimandata 
dimostrazione  : ni  vale  il  dire  eh'  essa  sia  inutile  ; poiché  l' era  dimandata , biso- 
gnava adempiervi.  Sarebbero  state  piò  ragionevolmente  inutili  le  dimostrazioni  de' 
problemi  risoluti  dagli  antichi . con  un'  asaliai  breve  e chiara,  e scn^  ripieghi  che 
ne  disturbino  l' sndamento  ; e pure  essi  credettero  necessario  U compierne  la 
composizione , recandone  do|>o  la  oostruzioac  la  dimostrazione  : che  esstruzwM 
a eompotixione  sono  cose  ben  diverse  tra  loro  , cascndo  quella  una  parte  di  que- 
sta.; che  peri  erroneamente  si  è detto  da  essi  alla  pag.  6.  della  loro  Sitpotla  : 
totlnaione  del  pnNema , o sta  ccmpMìxiont . 

L' essersi  pur  detto  , che  T equazione  del  de  la  Grange  fosse  propria  al  calce- 
lo nuraerico  , l' i una  sliiggita  tutta  uuova , degna  di  chi  non  sa  distinguere  Ira 
costruzione , e valore  ; tra  Geometria  ed  AritnMdica . 

[s]  Ecco  un  altro  arg«>nienh>  per  provare , che  i grandi  uomini  riceveva- 
no di  buon  grado  lo  proposte  di  problemi , e le  ne  occupavano  sema  offen- 
dersene , e rìspandere  con  ingiurie. 

fs'}  Per  coloro  che  non  saranno  abbastanza  pratici  nelle  metamorfosi  algebri- 
ebe , nelle  quali  non  può  negarsi  un  merito  singolare  a’  rispondilori  al  pit^ram- 
ma  , awertiromo , non  esservi  nulla  di  nuovo  oeU’  analisi  presentaU  per  tal  pro- 
blema , essendo  la  medesima  che  quella  de'  due  distinti  professori  di  Berlino 
Creile  e Leohmiitz  , come  potrò  ben  rilevarsi , allorché , con  questa  prevenzione  , 
si  liscootrì  la  costoro  sokuìooe , che  daremo  neUa  parto  III.  delle  seguenti  Con- 
ssdcraziom . E ricorderemo  a tal  propoaito  la  ragionovalissinui  massima  degli 
analisti,  che:  Aualptin  eimttitmitl  prattepla  , juxta  guai  deimU  iiuliluilur 
etleulut  ! gni  non  «nalyiM  est , ssd  initrNiisrntuin  amtlyuox  . Proxcéptii  temei 
pUUii , fuims  /acile  ealeulum  initituit  , more  jmejut  tuo  ; kie  pnUxiiu  , 
«Ut  mafie  concinna , prout  unicuifuc  fwctrii  Miieerta  , 
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Note  iJggnmte. 

-•  (i)  A dbtraggere  «neon  , nell'  animo  de'  dotti  rontraddhtori  , lo  aeratolo 
di  rrer  io  detto  , che  «n  tal  pnbUma  <(mreU<  di  eonttnnott  tupplementa  a 
fwili  delie  TanoM , non  debbo  far  altro , che  p^xlnT  loro  innanzi  ii  aejfDente  tK 
loto  delh  Metnoria  del  nucker , inferita  negli  Atti  di  Pietroburgo  pel  l93l  t 
rrao  i il  «egoente  ' Stir  Una  fodiiion  df^omiirie  relatite  bur  Taelidtu  dt»  eee- 
rie»,  MI  Maingo  che  ddj^'eiò  pana  1^abtiari9  di'  ^èfTAéctidomia  qiiiétiull  là 
di  unaffin-e,  che  per  *d  non  ne  aWrb  bisognò. ‘ o ^ > 

' («)  Cori  ne  gindied  allorché  strini. il  prograihma , Aod  arbodo  arreriAb 

a quello  che  se  ne  legge  ripetutamente  negli  Annoi»»  dee  Mùthimattfuà , ohb 
pubblicavanai  in  IJooe  da  valenti  geometri , eounciandovifi  un  tal  problema  nel 
seguente  più  generai  modo  ; /n  urna  ptramid»  jualmefue , te.  Nè  credo  che 
per  tale  inavvertenza  ai  voglia  essere  inesorabili  verso  me , mentre  alcuno  non 
l' è stato  eoi  Gergoone , principal  compilatore  di  quella  raccolta  pregevole  , 
per  aver  ignorata  f esiitenza  della  loluzicoe  del  HairalU  del  problema  prece* 
dente  , inaerìta  non  in  un  giomale  , ma  negli  Atti  di  una  delle  più  distinte  so> 
ririè  dotte  di  Europa  . 

Di  questo  problems  non  svendo  i risponditori  al  programma  trovato  veitigio  di 
soluzione,  su  cui  fondar  al  solilo  le  lorojicerche,  ricorsero  da  prima  all'  espedien- 
te di  annunziarlo  per  più  che  ieterminato  ed  impottibile  (Giont.dWrOmnibut  del 
di  8 maggio  1839  );  era  questa  la  migliore  sfuggila  per  liberarsi  da  ogni  obbligo 
di  occuparsene . Avvertiti  in  seguito  dalla  lettura  da  me  fatta  in  Accademia , nella 
seconda  tornata  di  agoslo,  della  gran  diversilè  che  passasse  tra  problema  più  eh» 
determinato,  impouibile,  e che  abbisognasse  di  determinazione , ripiegarono  nel- 
la Xitpoeta  al  programma  lo  darlo  come  mal  propoeto . E finalmente  nella  pre- 
fazione pubUicatà  in  aegiiilo  , ora  come  mal  proposto , ed  ora  come  più  che  do- 
te rm  insto  ai  annunzia  , e sempre  conchiudendo  , cim  non  valga  perù  br  la 
pena  di  trattarlo.  Or  trovandomi  di  già  aver  per  quest'  oggetto  espressamen>  < 
ragionato  nella  parte  3.  delle  leguooti  Coiuidenuioni , e dilucidati  que’  luoghi 
di  Pappo  , che  per  poca  pratica  osile  cose  gooroetrìebe  gfi  si  rendevano  ioinieV 
ligibili , e però  da  essi  male  interpolrati , crederei  abusar  troppo  della  bontà  del 
pubblico  , ripeteodo  qui  le  cose  tiesse  , che  per  altro  a'  bone  istituiti  tono  ovvie  . 
Stlamente  mi  limiterò  a far  oaaervare  , che  anche  il  problema  iT  ùenetre  m 
«n  eerehio  dato  «n  poligono , tieehi  i lati  pauauero  per  punti  dati , l' è più  che 
determinato  in  motti  cali , IndHcrTnioalo  io  altri , come  ai  è accennalo  a pag.s 
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d«U>  iicMaruiont  ; e (nre  ehi  mti , tn'  Unti  tornmi  mtienutici  che  -lo  hanao 
tiatUto , lie  b«  per  queste  ineuealsteiiti  rigioiii  rigettata  la  ricerca  ; le  quali 
preaao  a poco  toglierebbero  a fritture  a' geometri  il  piacere  di  trattar  pio- 
biemi  , ed  a‘  cootraddittorì  la  pena  di  occupareene  , quando  gii  tretaaaero 
già  prima  da  altri  riaohili . Ed  a cbjaoqae  di  animo  non  preTeouio  , e di  Kien- 
aa  più  regcdare  arrdibe  fatto  pur  qualche  peso  . il.troTare  ripetutamente  pro- 
posto lo  stesso  probleoM  da  distioti  matematici  . per  le  spazio  di  più  di 
venti  anni , ,senu  plw  awi  akano  pqr  per  ombra  li  falle  al  far»  strano 
ri{»ego  ippeDatOi  . . < 


. . I .> l.i  s.;-t  i:  . »'  ' i ■ ' » 
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CONSIDERAZIONI  GENERALI 

St) 

TRE  DIFFICILI  PROBLEMI 


B SOL 

MODO  DI  RISOLVERLI. 


iittc  alla  R.  d-  deUe  Scmzc  di  lT«poH  m agosto  tSSg. 
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PARTE  I. 


NiTVRà  DELLE  QUISTIORI  PROPOSTE  , E RÀGIORI  DI  LORO  SCELTI. 


A.ltra  Tolta  , e sono  già  degli  anni  parecciii  , presentai  a que- 
st’ Accademia  alcune  mie  considerazioni  su’  metodi  in  Matematiche,  le 
quali  miravano  a stabilire  il  valor  di  questa  voce  troppo  vagamente  u- 
sata  di  presente , ed  a dar  di  essi  una  pib  diiara  idea  {xs'  la  maniera 
di  adoperarli . Argomento  è questo  di  somma  importanza  ; poiché  in 
esso  l’ invenzione  , e tutta  la  scienza  di  coloro,  che  sanno  usarne  ri- 
posa ; e quindi  da  ciò  l’ aumento  delle  Matematiche , opera  di  que’  {x>- 
chi  , che  al  grado  d’ inventori  possono  con  ragione  aspirare,  e delle 
Accademie  cui  questi  soli,  avuto  riguardo  allo  sco{>o  ed  istituzione  di 
esse , han  dritto  di  'appartenere  . Che  però  non  dovrà  dispiacervi  , 
miei  dotti  collcghi , se  dopo  lungo  silenzio,  io  ripigli  io  stesso  argo- 
mento ora  , che  un  programma  di  tre  quislioiii  geometriche  impor- 
tanti , e difficili  da  me  proposte  a premio  , me  ne  porge  l’occasione  . 

Mirava  tal  mio  programma  a iàr  dal  fatto  valutare  1’  energia  o 
i difetti  di  ciascun  metodo  geometrico  , o geometrico-analitico  , per 
trame  conseguenza  di  doverli  , chi  vuol  calcare  con  sicurezza  le  vie 
dell’  invenzione , tutti  apprezzare  , coBvenevolmente  usandoli  ; c far 
toccare  con  niaiio  , che  chi  ignora  la  Geometria  antica , c che  non  ab- 
bia ancor  per  questa  parte  dell'  umauo  sapere  obbedito  al  precetto 
Oraziano  : 

Foi  txtmplaria  Grana 
A'oclunui  manti  , venale  diurna  , 
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Considerazioni  generati 


con  la  sola  conoscenza  de’  melodi  gcometrìco-analitici  , per  quanto 
genio  abbia,  e per  quanto  studio  impieghi , non  gìugnerà  mai  ad  ottene- 
re la  compiuta  soluzione  di  un  problema  ' . £ se  quel  sublime  e pene- 
trante ingegno  del  Cartesio  , nato  fatto  all’  invenzione,  per  non  aver 
coltìrati  gli  antichi  quanto  conveniva  , meritossi  dal  suo  compatriota 
Fermai  la  giusta  taccia  di  essere  ancor  esso  uomo  nelle  cose  geo- 
metriche : che  dovrà  poi  dirsi  di  tutti  coloro  a’ di  d’  oggi , che  in  inge- 
gno e penetrazione  imi>ari  d’ assai  al  Cartesio  , osan  dispreizare  , per- 
che affatto  non  delibarono  , que’  puri  fonti  del  greco  geometrizzare  , 
da’ quali  attignesi  infinito  sapere . E se  l’ immortai  Newton  , che  i suoi 
stessi  emuli  tennero  per  una  mente  media  tra  gli  angeli  c gli  uomini  , 
dolèvasi,  essendo  già  vecchio,  di  non  aver  abbastanza  studiato,  e medi- 
tato su  di  Euclide  e gli  altri  antichi  geometri,  con  quella  diligenza  che 
dovevasi  in  autori  di  tanto  merito  , e fosse  con  troppa  sollecitudine  pas- 
sato a Cartesio  ed  agli  altri  moderni  ; di  quanto  pentimento  non  dovreb- 
bero esser  compresi  coloro,  che  Euclide  e gli  antichi  mai  non  videro,  e 
che  nè  men  del  Cartesio  e degli  altri,  che  il  nuovo  metodo  geometrico- 
analitico  coltivarono  e promossero  , tenner  conto  , limitando'  tutto  ii 
loro  studio  a qualche  moderna  istituzione  ; donde  poi  dalla  poca  scienza 
che  ne  raccoglie  ciascun  di  costoro  avverasi , che  professus  grandia 
target',  nè  altro  crede  rimanergli  ad  apprendere.  Senza  lo  studio  degli 
antichi  non  si  potrà  mai  riescirc  ad  ottenere  quella  eleganza  di  soluzio- 
ni che  ragionevolmente  si  richiede  dagli  accurati  geometri  , e che  si 
ben  espresse  1'  Halley  , dicendo  : f'erum  perpendendum  est,  aliud 
esse  problema  aliqiMliter  resolutum  dare  , quod  modii  variis  ple^^ 


' La  compiuta  loluzionc  di  «n  problema  consirte  in  un'  analisi  diretta  e chia- 
ra di  esso  ; ed  in  una  costruzione , che  naturalmente  da  questa  derivi , e che 
possa  dimostrani  risolvete  il  problema  , invertendo  il  cauunino  dell'analisi. 
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Su  ire  Jijfflcili  problemi  , ec. 


3) 


rùm/pse  fieri  potest , aliud  methodo  deganlissima  iJ  ipsum  ef~ 
ficere  : Analysi  brevissima  , et  àmul  perspicua , -Sjrnthesi  con- 
cinna et  minime  operosa  * . E ciò  sebbea  di  pusaggio  , oè  >nen  «ia 
qui  notato  a caso  , «Bendo  si  corrotto  il  gusto  da'  nostri  giovani  ma- 
tematici , da  valutare  ad  un  modo  stesso  (^;ni  solozione , e talvolta  cre- 
der da  meno  la  più  elegante  , chiamandola  poro  esercizio  di  scuola  ; 
e di  non  curarsi  affatto  della  costruzione  : e ben  di  ragione  per  essi  ; 
poiché  questa  talvolta  riescirebbe  assai  più  difficile  di  una  nuova  so< 
Iasione  , o al  manco  di  una  complicazione  senza  pari  . 

Or  dovendo  chi  imprende  a trattare  un  gemnetrico  problema  aver 
riguardo  alla  determinazione  di  eao  , per  assicurarsi  al  dir  di  Proclo , 
quando  quod  quaeritur  problema  possibile  sit,  et  quando  impos- 
sibile o anche , come  più  distintamente  la  specifica  Pappo  : Deter- 
minano est , quae  declarat  quando  et  qua  ratione , et  quot  modis 
problema fieri  possH  ; all*  analisi  del  medesimo  , cioè  alla  risoluzio- 
ne , ed  alla  composizione  , che  comprende  insieme  ia  costruzione  , 
senza  la  quale  un  problema  geometrico  non  può  dirsi  risoluto , nel  che 
errano  principalmente  alcuni  di  coloro,  che  vi  adopraoo  la  moderna 
analisi , non  fecendo  corrispondere  la  qualità  del  risullamenlo  a quella 
de'  dati  ; e finalmente  alla  dimostratone  : dovevau  dunque  quelle 
mie  j>roposte  mirare  a siffatte  quattro  cose , per  vedere  come  con  eia* 
sena  metodo  vi  si  riescisse  { e perebà  con  uno  potesse  più  Ctcilmente 
ottenersi  ciò , che  con  difficoltà  conseguivasi  con  l’ altro  . 

Da  ciò  |)otrete  ora  Voi  stesa  , miri  colleghi , conoscere  i motivi, 
perché  io  preferii  ad  altre  le  Ire  quisti(HÙ  che  proposi  . Con  la  prima 
delle  quali  dimandava  di  un  faraigeralo  problema  analiticammte  ri- 
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soluto  dal  principe  de*  moderni  analisti , il  de  la  Graogei  la  geometrica 
coslruiioDC  , invano  ricercata  , e tentata  invano  per  più  di  sessau- 
t'  anni  ; e per  confennare  la  dedozione  esatta  e regolare  di  essa  dal* 
r analisi  da  qnel  sommo  uomo  esibita  , ne  rkbiedea  pur  la  corrispon- 
dente analitica  dimostratione  . Addiceva  il  secondo  premio  ad  un  pro- 
blema , ebe  già  conta  da  clic  fu  la  prima  volta  manifestamente  pro- 
posto gli  anni  del  |u'eseutc  secolo  , senta  che  abbia  ancor  ricevuta  una 
soddisfacente  soluzione  . Finalmente  col  terzo  qnesito  proponeva  un 
problema  analogo  , da  non  potersi  risolvere  senza  la  corrispondente 
determinazione , la  quale  valesse  a slabiUre  le  condizioni  da  rende- 
re il  problema  jiossibile  o impossibile  ; nè  questa  a me  si  apparteneva  , 
altrimenti  avrei  ben  data  la  soluzione  che  dimandava  : il  che  per  com- 
provare con  r autorità  di  tuti’  i geometri  , rcclierò  il  seguente  luogo 
di  Pappo  : Quaerentis  enint  tjjficiuin  est  , et  hoc  determinare , et 
id  quod  fieri  , et  quod  minime  fieri  potest  ; et  si  fieri  potest , 
quando , et  quomodo  , et  quota pUciter  fieri  possit , 

Ma  pnrc  enunciando  un  tal  problema  ieci  tanto  da  indicare,  a 
chi  (ler  poco  fosse  nella  Geometria  usato  , la  necessità  di  tener  conto 
della  determiuHzione  di  esso  ; poiché  sebbene  analogo  ne’  dati  e nel 
quesito  al  precedente  , pure  in  questo  dioevasi  manifestamente  e»ere 
il  triangolo  dato  di  specie  e di  grandezza  , mentre  nell’  altro  di  esser 
data  una  piramide  , cioè  proposta  , senza  alcun’  altra  specificazione. 
£ pure  chi  il  crederebbe  ! per  quella  disusanza  ne’  melodi  geome- 
trici , di  cui  poc’  ansi  accennava  , dopo  parecchi  giorni  dalla  pubbli- 
cazione del  programma  , leggevasi  in  un  nostro  giornale  un  avvertimen- 
to caritatevole  fattovi  inserire  da  alcuni  nostri  professori  , di  non  oc- 
(upai-si  di  tal  problema  , essendo  più  che  determinato  , e quindi  im- 
{Hìssibile  ; le  quali  due  cose  nè  men  potevansi  insieme  accoppiare  , es- 
sendovi ben  diffirenza  tra  più  che  determinatone  , ed  impossUn- 
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lità  di  no  problema  , ofe  que^a  essendo  consc^eoxa  di  quella  • E di 
tale  superflua  ^ ùcongnia  inani&stauone  nè  pur  contenti , ne  hanno 
poscia  fatto  grandissimo  rumore  ; senza  aver  mai  osato  produrre  alcuna 
ragione  di  tale  loro  sentenza  . f ^ 

E giacche  la  presente  circostanzè  dimostra  richiederilo  , rìpeterè 
cose  che  a'  bene  istituiti  sembreranno  superflue . 

H problema  è quella  proposizione  con  la  quale  proponesi  a ritro- 
vare 0 costruire  alcuna  cosa  ; al  che  ottenere  esigonsi  convenevoli  da- 
ti , ed  un  corrispondente  quesito . Or  la  convenevolezza  de’  dati , e del 
quesito  r è ucl  numero  , e nella  proprietà  ; e quando  ciò  avviene  , il 
problenoa  si  dice  determinato  pienamente . Che  se  vi  sia  deficienza  nel 
• numero  de'  dati , il  problema  si  dirà  indeterminaio  ; e sarà  suscettivo 
d' influite  soluzioni , ciascuna  delle  quali  corrisponderà  ad  uno  stesso 
luogo  geometrioo , qbc  abbia  per  proprietà  il  quesito  del  |)roblema  ; che 
però  esso  jmtrà  facilmente  trasfivmarsi  in  teorema . Se  poi  al  contra- 
' rio  vi  fosse  eccedenza  nel  numero  de'  dati , supponendoli  1'  un  dall’  altro 
indipendenti , il  problema  à direbbe  più  che  determinato  : e da  esso, 
volendolo  lisoiverc  , se  ne  potrebbero  formare  problemi  diversi  deter- 
minati , sopprimendo  or  l’ un  dato  superfluo  , or  l’altro  . 

Può  esservi  poi  sconvenevoiezra  ne’  dati  , o nel  quesito  di  un 
problema  rdalivameote  alla  propnetà  loro , quando  vi  sia  tale  afiè- 
zione  di  essi  che  geometricamente  ripugni  ; e questa  o assoluta  , vale  a 
'dire da  dover  sempre  aver  luogo,  o reiativa<,  che  abbia  peto  luogo  in 
■Icnni  casi  ; nella  prima  circostanza  il  problema  sarà  impossibile  ; nella 
' xeonda  vi  sarà  bisogno  di  detemùnaùone.  E se  nel  primo  caso  l’ im- 
proprietà geometrica  risulti  manifcstameote  da  una  verità  fondamentale 
di  Geometria  , il  prolflema  sarà  mal  proposto,  e da  non  doversene 
‘ afiatto  tentare  lo  snodamento  : che  se  ciò  non  si  avveri,  l’analisi  stessa 
'de!  problema  dovrà  manifèstame  l’ impossibilità  . Nel  secondo  caso 
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poi  , cioc  qtUDdo  v’  è bisogno  di  determio  azione  , dee  cohù  che  il  ri* 
soWe  cercarla  ^ e valendosene  rìsdvere  il  problema  ; come  dal  sur* 
riierito  luogo  di  Pappo  chiaramente  rilevasi  . 

Di  problemi  determinati  se  ne  ba  piena  conoscenza  dagli  Elementi 
stessi  di  Euclide  ; e per  gl’  indetmuinati  può  ancw  da  essi  rilevarsi 
esempj  , trasmutando  in  problemi  alcuni  di  que’  teoremi  oe’  quali  la 
proprietà  di  qualche  luogo  geometrico  si  dimostra  . Così  dimandando* 
si  di  costruire  su  di  una  data  base  un  triangolo  rettangolo  , o pur 
che  abbia  un  dato  angolo  verticale  i la  prop,  3s.  El.  111.  nel  pri* 
mo  caso  , e la  ai  nel  secondo  li  dicbiarercbbeio  indeterminati  . £d  à 
ancor  facile  rilevar  dagli  Elementi  stesri  esempj  di  problemi  più  che  de- 
terminati. Tal  sarebbe  j per  un  esempio,  quello  di  : costituire  sopra 
una  data  base  un  triangolo  di  data  aja , con  un  dato  angolo 
verticale  , ed  avente  i lati  in  data  ragione  ; perchè  è chiaro  , che 
due  di  tali  dati  sieno  sufficienti  alia  piena  determinazione  di  silTallo  prò* 
blenh  : die  però  , o possa  richiedersi  che  il  triangolo  costituito  sulla 
data  base  avesse  Paja  data  , e dato  C angolo  verticale,  o pure,  che 
avesse  dato  V angolo  verticale  e la  ragion  de’  lati,  o Gnalmentc 
che  fosse  data  V aja  e la  ragion  de  lati . 

E proseguendo  sempre  a trarre  esempj  dagli  Elementi  stessi , poi* 
chè  di  maggior  chiarezza  e £iciltà  riescono  ; sarebbe  impossibile  il  prò* 
bicma  di  : iscrivere  in  un  cerchio  un  romboide  equiangolo  ad  un 
dato  ; poiché  dalla  34*  £1-1.  rilevasi  che  gii  angoli  opposti  di  quel  qua- 
drilatero debbano  esser  tra  loro  uguali , e quindi  nella  somma  maggio* 
ri,  o minori  di  due  retti  ; e dalla  aa.  El.lll.  si  deduce  , che  essi  do* 
vrebbero  pareggiar  due  retti , quando  fosse  il  quadrilatero  iscritto  nel 
cerchio  . Dell’  altro  caso  poi  d' improprietà  relativa  ne'  dati  , in  cui 
si  è detto  abbisognarvi  determÌTUaione  , ne  olire  un  esempio  Eioch* 
de  Bella  a7-  D.  VI. , alla  quale  appcsitamente  premise  la  corrispoa- 
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«kote  dctermiaaziooe . E tal  sarebbe  per  un  altro  esempio  il  proble- 
ma di  : descrivere  un  cerchio  per  quattro  punti  : o di  iscrivergli  o 
circoscrivergli  un  quadrilatero  simile  ad  un  dato . Ma  sìa  per  ora 
abbastanza  detto  su  di  ciò  , che  ancor  superfluo  a me  pare,  per  dimo- 
strare la  genuinità  del  problema  della  piramide  projiosto  nel  program- 
ma ; sebbene  altro  ancor  mi  rimanga  a dire  di  {xtsìtivo  su  tal  propo- 
sito , che  serbo  alla  parte  II,  del  presente  discorso  , ove  la  storia  di 
questo  |)iù  che  diflìcil  problema  dovrò  esporvi . 

Dì  simili  casi  abbondano  tutte  le  opere  degli  antichi  geometri,  c le 
restituzioni  di  talune  perdute  di  queste , principalmente  quelle  eseguite 
dal  Sìmsoii  * , il  quale  stabili  ancora  a tal  propòsito  un’  assai  conve- 
nevole dottrina  , che  pei- chi  f ignora  sarà  bene  qui  ripetere  : F'eteres 
duabus  determinationibus  utebantur , quorum  altera  ex  altera  se~ 
quitur,  et  quorum  prima  constructiorù  problematis  necessaria  est 
quae  propterea  compositiotU  semperpraemittituTy  altera  vero  quae 
compositionem  sequitur  , inservit  ex  iis  , quae  data  sant  in  pro- 
blemate  statim  dignoscere , utrum  construi  possit  vel  non  possit , 
quod  quidem  ex  prima  determinaiiono,  vel  duabus  primis  y siduae 
sint  y ut  in  próblemtttibus  lib.  JI. , quae  determinationes  habent , 
cognosci  non  potest , prkuquam  ad  dlam  ullimam  deductafuerit 
prima  aut  altenUra  ex  primis  si  duaejkerint . In  problematibus 
simplicioribus  , hae  prima  sàlicet  et  ultima  in  suiicam  determina- 
tionem  saepius  cotdescunt  * . 

Or  premesse  queste  generali  consìderazioui  necessarie  a distingue- 
re la  qualità  de’  problemi,  e ’l  modo  da  coodurae  la  soluzione;  a quale 
rubrica  apperterrassì  quello  della  piram  de  proposta  nel  programma  ? 

* ApoUoeii  Locorum  Planorum  (ti.  IL  ruUMi  — De  Sectlooo  Determóiata 
Hi.  II.  rutituti , tl  duobut  aliit  adjtclil , 

' Prati.  NI  ItirM  de  Secttoae  detenniData , 
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Al  cbe  coDOKcrc  rifl.  tU>i,  esser  nella  iiiramìde  isoscele  il  proLIcma  sem- 
pre jiossibile  ; e che  siccome  se  quattro  sreie  vicepderolmctite  si  toc- 
chino , da’  qu  ittro  piani  tangenti  esse  a tre  a tre  può  costituirsi  una 
piramide  determinata  di  specie  e di  grandezu  , così  potranno  a questa 
iscriversi  quelle  quattro  sfere  nel  modo  richiesto  nel  problema  : e po- 
tendo quelle  quittro  sfere  tangenti  variare  di  raggi,  e di  jiosiuone  ; 
•Si  vede  jiciò  bene  , che  infìnite  saranno  le  piramidi  per  le  quali  il 
piojiosto  problema  può  risolversi  . 0 pur  volendo  proseguire  in  al-^ 
Irò  modo  sifTatte  geometriche  indagini  semplici  e dirette  , sulla  na- 
tura del  presente  problema  , avrebb'si  [xituto  osservare , che  toccan- 
dosi tre  sfere  date  , se  ad  esse  due  a due  iutendansi  circoscritti  i coni 
tangenti  , potrà  un  piano  girar  sempre  intorno  a due , toccandole  , e 
toccando  ad  un  tempo  il  cono  rispettivo  circoscritto  , passando  per  un 
lato  dì  questo  che  |h.tò  se  immaginisi  una  quarta  sfera  toccare  le 
proposte  , quel  piano  tangente  indeterminato  di  sito  , lo  diverrà  deter- 
minato toccando  ancor  questa  quarta  sfera  ; c quindi  da’  tre  piani  tan- 
genti le  quattro  sfere  , in  tal  modo  assegnati,  risulterà  una  piramide  con 
quel  quarto  piano  che  toccava  esteriormente  le  tre  sfere  pro]ioste  . 
Iv  di  siflattc  piramidi  se  ne  olleirà  infinite , facendo  variare  il  solo  rag- 
gio della  quarta  sfera  , senza  nè  men  concepire  variabili  le  tre  da  pri- 
ma stabilite.  11  {ircbiema  proposto  non  è dunque  più  che  determina- 
to, c molto  meno  impossìbile  | ma  dee  risolversi  aggiugneudovi  l.a  con- 
veniente defcrniiiiasione , sia  clic  questa  si  voglia  [ler  le  direltc  vie  geo* 
luelr'iclie  assegnare  , sia  che  debba  ri|ielcrsi  iiidircttanic-iile  dall’  analisi 
algebrica  , e jier  cammino  assai  {>iù  lungo  c complicato  . £ non  voglio 
tralasciare  ìu  questa  circostanza  di  rìfielere  , ciò  cbe  si  diceva  ad  altro 
pioposìto  net  programma  , cbe  attualmente  ognuno  limita  la  scienza 
a quel  tanto  cb’  egli  vi  sa  vedere  , senza  prendersi  aifutto  briga  di 
leggere  e riscontrare  le  opere , e le  ricerche  di  uomìoi  consumali  in 
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rssa  ; che  pure  , sebbene  nelle  Malematii.h2  l’ autorità  non  valga  , 
qualche  rosa  valgon  però  le  considerazioni  in  casi  simili . Che  se  co> 
loro , chiunque  si  fossero  , i quali  francamente avvenliuarono  la  propo- 
sizione srrilhi  nel  giornale,  si  fossero  imbattuti  a leggere  la  memniia 
del  Leseli  sul  problema  dc'lCramer,o  quella  del  nostro  Annilsale  Gior- 
dano , 0 gli  Opuscoli  delta  scuola  del  Pergola  , avrebbero  da  essi 
rdervàto  , che  il  I-exell  nel  cammino  di  sue  ricerche  su  quel  proble- 
ma , giudicò  indeterminato  1’  altro  , eh’  egli  stesso  proponeva  , d'  : ' 
iscrivere  in  un  cerchio  data  un  quatlrilatero  i cui  lati  opposti  con- 
corressero a ptwti  dati,  e pur  ne  raccolse  un’  elegante  pro[rietà  di 
tali  quadrilateri  : che  posteriormente  il  Giordano  giudicò  questo  pro- 
Lderoa  per  (>iìi  che  determinato  gcneralmeulc  proposto  , e per  iude- 
lerminato  con  una  special  limitazione;  nè  però  si  ristette  dui  riguarda- 
re una  tal  quistione  , come  nel  presente  caso  nostro  , che  di  ben  al- 
tro risultamento  e fecondo  , si  è con  troppa  prccipitanza  erroneamen- 
te afTei  mato  . E che  da  queste  loro  dispari  opinioni  la  Geometria  ha 
guadagnato  pur  qualche  cosa , nella  convenevole  spiega  di  tal  paradosso 
geometrico  , che  vedesì  ne’  pcx:’  anzi  citati  opuscoli  . 

Ma  volendo  ancora  render  ragione  de’  motivi  che  mi  hanno  indot- 
to a preferire  tre  qnisliooi  già  antiche , e ripetutamente  (enlatc  , dirò  in 
breve  : I.  di  esser  esse  attissime  allo  scopo  propostomi,  e di  iàciiitar 
grandemente  il  giudizio  sulle  soluzioni  che  se  ne  daranno , conoscendo- 
sene già  abbastanza  la  difficoltà  in  trattarle  , anche  da  chi  non  abbia 
profondo  saper  geometrico  , e che  dalla  semplicità  di  una  soluzione  po- 
trebbe talvolta  giudicare  erroneamente  della  facillà  della  ricerca  fotta 
per  riescirvi.  Nè  è la  pima  volta,  che  abbiamo  avuto  a dolerci  di  si 
pcKO  lodevole  trattamento  * . E poi  chi  non  sa  esser  proprio  del  nostro 

* Vegga»!  la  CoMàiuiiocit  dfjli  Editori  in  fine  de'  primi  tre  OputeoU  drUa 
scicela  del  Ftrgola , 


ad 


Considerazioni  generali 


ipirito  il  voler  ricscire  io  dò  precisamente , che  da  sommi  uomiui  stesi 
per  lungo  tempo  invano  tentato  . £ senu  dubbio  , che  per  sifiatte  ra- 
gioni il  VÌTÌani , il  Cartesio  , il  Fermai , il  Vieta,  il  Ghetaldo  , lo  Sud- 
ilo , il  Newton  , l’HaJley,  il  Simson,  il  Pergola,  il  I' Huilier  , lo 
Scoria  , ed  altri  ancora  tra’  moderni  geometri  attesero  , con  grandissi- 
mo studio  , più  clic  in  ogni  altra  cosa  a restituirci  ricerche  perduto 
dell'  antica  Geometria  , o nelle  quali  alcun  di  essi  credù  che  quelli  non 
fossero  riesciti . 11°.  Che  una  nuova  quistione  ancora  ignota  nulla  to- 
glie alla  scienza  ed  al  valor  de’  metodi  ; ma  ben  gli  offende  quella  che 
per  lungo  tempo  si  è ad  essi  dimostrata  restia  ; e conveniva  però  clic 
una  volta  si  restituisse  a’  metodi  in  Geometrìa  quel  potere  eh’  essi  han- 
no di  nulla  ricusare  a’gtouH'Iri  che  sanno  adoperarli.  111”.  Finalmen- 
te , come  giù  indicai  nel  programmi)  essi  eran  tali , die  compivano 
interamente  argomenti  a diverse  riprese  trattati  io  nostra  scuola  , c 
pubblicati  fino  al  s(^no  cui  si  era  potuto  gtugoere , 0 n^li  Opusco^ 
fi,  0 anche  nc^li  Atti  di  cotest’  Accademia. 

Ma  perchè  tutto  il  6n  qu'i  detto  il  possiate  più  chiaramente  rileva- 
re , ed  altri  argomenti  si  aggiungano  a comprovarne  la  scdta , eoeo- 
mi  a tesservi , per  le  quistkmi  proposte,  brevemente  la  storia  delle 
ricerche  per  esse  fatte  , e 1’  analisi  di  queste , da  servir  ili  hsse  al 
giudizio , che  dovrà  , da’  miei  cotteghi  ddla  dasse  matematica  , pro- 
nunziarsi su  qndle  die  sono  state  presentate  . Popo  di  che  porge- 
ranno ancora  a me  conveniente  materia  pd  pmallelo  che  dovrò  isti- 
tuire delle  diverse  soluzioni  , e con  diversi  melodi  date  di  que’ pro- 
blemi : donde  mi  sarà  poi  facile  passare  all’  oggetto  che  per  questi 
mi  ho  da  principio  proposto  ; e tentare,  se  fosse  possibile  , di  br  ter- 
minare pur  una  volta  tante  vane  dispute  , che  pregiudicano  A’  progres- 
si veri  ddle  Matemalidie  , ed  alb  buona  istituzione  in  esse  . 
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PARTE  li. 

StORU  CtlTKA  ve’  TRE  PRECSOESTI  EROStEMI. 


Il  problema  d’:  iscrivere  in  un  dato  cerchio  un  triangolo  , i 
cui  lati  passassero  per  tre  punti  dati , fu  nel  1 743  proposto  dall'  io- 
signe  analista  Cramer  all’  illustre  geometra  Castiglioni  di  Berlino  ’ ; ed 
al  Cramer  era  stato , essendo  gioTane,  proposto  da  altro  vecchio  geome- 
tra , ed  egli  lo  aveva  infruttuosamente  tentato  : ed  il  Castigliooi  pen- 
sava , eh’  esso  fosse  stato  già  precedentemente  pià  volte  riproposto , 
soggiugnendo  : « il  semble  , que  le  petit  nombre  det  géomdtres  qui 
M le  connoissoient , le  gardoient  pour  embarasser  les  autres  dans 
w les  occasions  ' . Siccità  a forta  breve,  da  che  esso  comparve  la  pri- 
ma volta  in  isccua  finora , può  ben  contarsi  per  circa  il  secolo  e mez- 
zo . Kè  più  felice  il  Castiglioui  io  risolverlo  , lo  aveva  già  messo  da 
banda  , per  attendere  all’  altro  lavóro  della  raccolta  degli  Opuscoli 
del  Newton  , per  b quale  facevagii  premure  Io  stesso  Cramer  , quan- 
do tredici  anni  dopo  ricomparve  lo  stesso  problema  io  Aia , a propo- 
sta di  un  anonimo  ; ed  il  Castigliooi  essendone  stato  avvertito  dal  suo 

’ a Dans  ma  ieunesse,  j' avaia  le  gont  ipie  vous  aves  ; no  vieux  géom^tre . 
t>  pour  estayer  mes  brccs  eo  ce  geore  , me  propesa  le  probleiiie  que  je  vous  pn>- 
a pose  : teotez  de  le  resoodre , et  Toq#  verrei  combteo  il  est  difficile  c . Cosi 
scriveva  il  Cramer  al  Csstiglioiii. 

* Vegg.  r kitroduiioiie  alla  menoria  dd  CMtiglisoi  inserita  nd  vd.  degli 
Atti  di  Berlino  per  l' anno  1776.  — Un  Ul  probiema  era  stato  di  nuovo  conio  in- 
ventato da  sieuno , o pure  deMnto  da  Pappo  , generaUzzando  il  caso  particolare 
che  no  tratta  nella  prop.117  lib.  VII,  delle  sue  C«U*xioni  MUtinaiitAt, 
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amico  M.  Bouquet , raddoppiando  gli  sforai  , ricsti  fiiialinculc , do- 
[O  lungo  (em[)0  , a risolverlo  • , prevalendosi  di  due  icmini  dell’  i- 
ncsausta  miniera  delle  ColLzioni  Matematiche  di  Pappo  : ed  egli  pre- 
sentò la  sua  soluzioue  all'Accademia  di  Berlino  . L' illustre  de  la  Gran- 
ge, ( he  l(iie\a  allora  un  posto  distinto  in  quest'  ArcnJemi.i  , non  isde- 
gi.ò  di  farne  l’oggetto  di  sue  analitiihe  riccn  he  , prevalendosi  di  mi 
noto  principio  trigonometrico  , e di  un  altro  che  come  nuovo  il  Casti- 
glioiii  imprese  a dimostrare,  derivandolo  da  due  lemmi  geometrici  ; 
nel  mentre  esso  è una  Eicil  conseguenza  di  noti  priiicipj  clcmcnturi  di 
Trigonometria  " . Egli  però  mirabilme.nle  usando  di  sua  scienza  , ap- 
|)cna  potè  giugnere  all’  <-quazione  per  tal  problema  , uon  senza  involge- 
re in  forma  più  breve  alcune  espressioni,  che  siiTatta  njuazionc  implica- 
rlo , e che  assai  greve  ne  rendono  lo  svilujipo  ; ed  ivi  arrcstossi  , non 
compiendone  però  la  soluzione  . Il  che  considerando  il  sommo  Eu- 
lero , non  si  ruUcnne  dal  dire  : se  dubitare  utrum  solatio  amdj-- 
tica  illustris  de  la  Grange  ad  aliquam  expeditam  et  concinnam 
consti  uctionem  geomi  iricam  perducat  " . E può  imprese  a darne 
un  altra  soluzione  , alla  quale  premise  quella  del  problema  recato 
da  Pappo  , col  qual  titolo  prcscutò  la  sua  Memoria  , che  vedesi  uè’ 
Commentar!  nuovi  di  Pietroburgo  per  l’ anno  1 780  . Ma  quanta 

* Il  Castiglloni,  dopo  che  gli  pervenne  notizia  della  proposta  dell'anoni- 
mo di  Aia,  presentò  la  sua  soliiziono  all'Accadeniia  nel  1776 , cioè  dopo  anni  da 
che  aveva  comincialo  ad  occuparsene. 

Il  do  la  Grange  no  inviò  la  soluzione  al  Cutìglioni  T indimani  che  coslTii 
lesse  la  sua  all’  Accademia. 

* ' Vegg.  I'  Oputcolo  li.  dtUa  Raccolta  itila  Scuola  dal  Ftrjola , e la  mia 
Trigonometria  . 

" Veg.  la  memoria  di  Lcxell  nel  volume  de'  Commtnlarj  mmi  d^Piutrobur- 
go  per  I' anno  1780. 
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impotiama  si  ponesse  a quel  tempo  io  risolvere  un  tal  problema  potrii 
lilevarsldal  vedere,  clic  contemporaneamente  all'  Eulers  il  suo  disce- 
polo Nicola  Fuss,  seguendo  sulle  orme  del  suo  maestro  no  metodo  mi- 
sto , ne  esibì  altra  soluzione  ; e che  il  di  lui  condiscepolo  Lezell  £iceva 
i {àù  grandi  sforzi  per  costruire  T equazione  ottenuta  dal  de  la  Grange , 
sema  avervi  potuto  compiutamente  riesdrc  . E sifiàtti  due  lavori  su  di 
uno  stesso  probleoM  meritaron  luogo  nel  volume  de’  Comentarj  poc’ 
anzi  cib^  , io  seguito  di  quello  di  Eulero  : skebè  una  sì  cospicua  Ac- 
cademia non  istimò  indecorso  di  tanto  occuparsi  io  questa  sola  geome- 
trica ricerca  . £ potrà  anche  conoscersi  , che  , nel  bicve  Intervallo  di 
quattro  anni,  due  Accademie  delle  prÌHci|>uli  di  Europa  avessero  a gara 
trattalo  uao  stesso  problinia  , in  cui  si  erano  adoperali  cinque  de'  più 
illustri  geometri  ed  analisti , tra’  quali  niente  meno  die  I’  Eulero  , ed 
il  de  la  Grange  . Dopo  questi  lavori  di  sommi  matematici  , mi  il- 
lustre geometra  ed  anai.sta  di  Ginevra  ( Simoiie  Lbuitiei-  ),  che  tcnen- 
do  allora  la  cattedra  un  tempo  oicuiMla  dui  Cramer  , ri|Wlavasi  come 
di  dritto  -cbianMto  od  occuparsi  ancor  egli  di  (al  problema  , intraprese 
a«l  estenderlo  al  poligniio , c diibitHiido  qisisi  dirlla  jnssibdità  |>er  una 
siilmione  geuueiricu  , come  avr<d>bo  dcsidurulo  , si  risolvè  a trVttaHo 
algebricauitmle  : |NiHendo  dunque  dagli  stessi  principi  del  de  la  Gi*an« 
ge  , peiarenne  a riaultaiuenti  anali^bi , e dd  pari  imperfetti  Ma  egli 
fece  asilie  di  più  , mostraudo  mm  via  da  poter  passare  dalla  soluzioiie 
del  problema  pel  ceixtiio  a quella  per  te  curve  conictie  in  generale  , la 
quale  quantunque  non ngurosaineiite  geometrica,  pure  I'  era  degna  di 
CMsiderazione , come  il  primo  passo  che  davasi  {nt  uui  versai  issare  quel 
psoblemii  ; ed  inoltre  In  estendeva  ancora  alla  sfere  , del  ette  aveva 
qual  che  coia  accennato  oscuramente  I’  Eulero  , ed  ancora  ad  altri  so* 

' * .V  'Nciii'w  dt  r Àediimit  ds  Muiih  •».  /7ML 


Ss  Considerazioni  generaX 

lidi  di  rivoltizioae  , come  agli  ellissoidi  , paraboloidi  , ed  iperboloidi  . 
£ già  prima  di  esso  il  sig.  Giordana  allievo  del  Pergola  , in  età  di  soli 
1 4 anni,  sotto  la  direttone  di  maestro  sì  eccellente , aveva  risolato  con 
grandissima  facillà  ed  eleganza,  usando  il  metodo  geometrico  antico,  il 
]trobleipa  del  Cramer  , c ne  aveva  estesa  la  soluzione  ai  poligono  : il 
ihc  , sia  detto  di  (tassaggio  , non  |ioteva  ottenersi  che  dal  solo  metodo 
geometrico  da  lui  adoperato  ; die  certamente  nessuno  oserà  estendere  h 
facilmente  una  soluzione  geometrico-algebrica  dal  caso  particolare  al  gè* 
ijcralissiroo  . Ed  è degno  di  particolare  avvcrlenu  , ebe  cortv  al  con- 
trario del  Lhudicr  si  dimostrava  desideroso  di  veder  quest*  problemi 
pel  poligono  algebricamente  risoluto  . E fu  di  tanto  merito  la  solu- 
zione del  Giordano  , che  il  Lorgna  feccia  inserire  nel  voi.  IV.  delle 
Memorie  della  Società  Italiana  ; e che  il  celebre  prolèssor  Malfitli 
non  isdegnò  , ripigliando  gli  stessi  principi  , di  compierne  altra  soluzin- 
DC  , die  fu  nel  volume  stesso  inserita  . E dopo  tutl'  ì già  detti  , anche 
il  Camot  , die  onorò  di  molta  lode  la  soluzione  del  giovine  uapoleta- 
no,  trattò  lo  stesso  proUciua  nella  sua  Ge'ome'trie  de  poskion  ; e |>iù 
appresso  ritornava  il  Lhuilicr  , nella  sua  dotta  0()era  àe\\'/inalyse  ge'o- 
me'trique,  et  algdbn'que  , ad  occuparsene  , esibendone  una  soluzione 
geometrica,  che  desunse  da  quelle  del  Giordano  e del  Malfatti  con  qual- 
che modificazione  , ed  un’  altra  algebrica  , che  traeva  da  quella  del  de 
la  Grange,  e da  lui  estesa  ; e s’ introduceva  a queste  dicendo  » L'a(>- 
» plication  générale  de  la  niétliode  des  coordoonées  aux  problèiiies  pn'<- 
» tédens  me  paroit  conduire  à des  expressions  irop  compliquets  , soit 
u (laus  la  recberche , soit  dans  Ics  resullats  , ]X>ur  qu’  il  me  paroisM 
s couvcoable  de  suivre  ce  piticéilé  . Le  pixKédé  d e la  Grange  me  poi 
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roil  le  plus  siin]i1e  , et  c’est  oelui  que  je  vals  exposer“n  . Nè  dopo  ciò 
si  rimasero i geometri  egli  analisti  dal  eousiderare  si  specioso  problema. 
Ed  è ojiportuna  cosa  di  qui  notare , che  ritornato  esso  di  nuovo  in  no- 
stra scuola  , ricevè  jier  mano  del  prof.  Scorza  una  generale  elegantis- 
sima soluzione,  facendola  di|)Ciidcre  da  un  nuovo  principio  geometri-’ 
co  dimoMrato  da  Roberto  Simson  , che  riputullo  un  porisma  Eucli- 
deo ; e che  egli  il  [S'inio  vi  fece  anche  rilevare  il  caso  in  cui  quel 
problema  rimanevasi  indeterminato  , compiendo  e perfezionando  la  so- 
luzione di  esso  alla  maniera  greca  , con  Ih  conveniènte  determinazio- 
ne , cd  aggiunse  altre  ricerche  anulnglie  al  [>roblema  stesso. 

' Dojx)  tanta  luce  sparsa  dalla  Geometria  antica  su  di  un  problema 
sì  diibcile  , maneuvane  tuttavia  uua  soluzione  compiuta  fatta  con  l’a- 
nalisi modcrnif. , imii  potendo  tenersi  alcun  conio  di  quella  lasciala  im- 
perfetta dal  La  ■Grange  , comesi  è già  detto:  sicché  questa  vedovasi 
costretta  non  pure  a dover  cedere  il  passo  aU’  antica.,  che  sì  bene  , ed 
in  più  modi  se  n’  era  finalmente  impossessala  ; ma  a tacersi  asso- 
lutamente innanzi  ad  essa  . Ed  a toglierle  quest’  onta  inapcgndssi  con 
tutta  "la  sua  arte  il  più  grande  olimpionico  della  moderna  Geometria 
analitica  , che  sa])cva  ben  a pr.oj>nsilo  adojrerarU  , cd  isfugglre  i difet- 
ti , che  nou  tralasciava  jieiò  di  riconoscervi , e confessarli  , il  sig.Gcr- 
gonne,  dando  iie suoi  j^iinàles  des  Mathéniatiquei  (v.VIl.an.  1816) 
una  soluzione  algebrica  pura  di  cpicsto  problema  esteso  alle  curve  co- 
niche , e cori-cdandula  della  corrispondente  cbstruzioiie;  iuccudoogiH 
sforzo  per  dimostrar  qucslit  connessa  con  I'  analisi  del  problema  , e da 
essa  dedotta  “ . E posteriorincnle  una  quasi  identica  soluzione  nc 
fu  |>ubblicala  ( nel  1818  ) da  uu  nostro  |>rof>;ssore  : ma  io  questa  af* 


' Flmtnt  (faaalytc  tt  S a»al>pe  algcTiriqu4  §^.146,  i47,  i4i. 


**  V«i:g.  la  parli  111.  n.  1.  dell*  preMoti  CeMtdtraai'oiii . 
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fella  non  si  ravvisa  la  connessiooc  tra  1’ .analisi  e la  costrusione  eh*  ei 
nc  reca  , la  quale  potrebbe  far  ben  sospettare  , che  gli  fot&e  stala 
già  conosciuta,  preventivatnente  allanalisi;  c per  tale  di  fatti  ^li  l’ an- 
nunzia . Ma  del' merito  della  soluzione  del  Gergonne  mi  serbo  a 
tratlaré  nel  pàrallelo  di  cui  ho  p!ù  volle  detto  , clic  dovrò  istituire  tiu 
le  diverse  soluzioni  di  questo  difìicile  ed  imiiorlaute  problema  .*  Per 
ora  mi  basterà  accennare , esser  tale  al  paragone  f analiù  data  dal 
).>a-Grauge,  che  per  ogni  nuovo  sforzo  die  si  faceva  [kt  analiti- 
camente risolvere  quel  problema  , sc'mprc  più  desiduravasi  che  quella 
si  riescissc  a costruire.  Al  che  adoperatosi  validamente  il  mio  antico 
allievo  Nicola  Trudi  , di  cui  potrebbesi  lìpelere  ciò  che  ben  dicca 
Giov.  Bcrnpulli  di  Eulero  ,/elicissiiiu  iiigcnii  juvciiis  , a cttjos  sa- 
gacitate et  acumine  maxima  quaetjue  iiobis  pollioemur  , post- 
quani  vidimus  quanta  facilitate  et  solcrtja  in  adjTla  sublirnioris 
Geometrale  nostro  auspicio  penelravit.;^  ed  essendo  stali  gli  sfoai 
di  esso  roroiiaU  da  felicissimo  successo  , mi  venne  subito  in  pensiero  di 
accogliere  questa  circostanza  per  l’ oggetto  indicato  di  sopra  , e costi- 
tuirne un  .premio  |iel  programma  a projiorre.  Mi  lusingava  ed  ancor  xui 
seduce  la  speranza,  ebe  commossi  per  tal  modo  gl’ingegni  feraci  de'nostri 
geometri, principalmente  de’giovani  coltivatori  de'modemi  metodi,qual- 
ib«  cosa  di  buono  fosse  riescilo  ancora  ottenere.  Ad  ogni  mudo  avremo 
sempre  guadagnalo, die  ranalìsi  moderna  non  mancherà  di  essere  ancor 
essa  concorsa  alla  soluzione  di  quest’  imjiortautc  jirobleina  , ài  (puql 
grado  uon  avevano  nè  men  potuto  portarla  gli  sfarzi  del  suo  corifeo 
La-Grange, e del  sommo  Eulero,  non  che  dc’eostui  valentissiiiii  di.scepoli 
Fuss  ,*e  Lexcll  , c forse  di  tanti  altri  analisti , die  quando  gli  aiiinn  eraa 
caldi  e ferventi  di  tal  ricerca,  se  ne  dovettero  occu[iare . Ed  inoltre  ve- 
drassi,  che  quando  sappiasi  convenevolmente  procedere,  si  |iossa  egm'e 
di  ragione , ordire  ad  all’analitica  soluzione  la  corrispondente  costruzione 
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della  (jual  cosa  mai  alcuno  ha  potuto  pur  per  ombra  dubitare  ; Re  non 
che  questa  per  la  coinpIicazioue'dbiri’quazioDe  al  problema  può  riescire 
alcuna  volta  tale , da  divenire  opera  più  dilTiulc  della  stessa  soluzione  j 
e quindi  oblifcrarla  , come  l'era  nel  caso  presente  della  soluzione  del 
La-Grange  ; o pur  che  assai  inelegante  essa  risulti . E come  elio  ogni 
dottrina  che  aon  sia  in  libri  di  moderne  istituzioni  , è per  taluni  nostri 
presenti  tnatcmatici  un  arcano,  gioverà  qui  ricordare  quello  che  notò  il 
Simson, nella  prefìizione  alla  sua  bellissima  restituzione  ieLuoghiPia- 
ìli  di  A[X)llonio,  rijicleiidolo  con  le  sue  stesse  parole  ; che  gran  precetto 
■iti  ciò  si  contiene  jie'  coltivatori  de’ mbdernissìtni  metodi  algebrico-gco- 
metrici  : Praeterea  , ex  rile  inslitiita  prdbleinntis  , vel  Loci  ali- 
cujus,  nnaljrsi  geometrica,  compositio  h'tud'diffìcuker,  plcruntque 
sponte  Jluit.  Contra  autem,  postquam  locus  àd  aequationhm  dedu- 
Ltus  est  ; plus  negolii  et  ingenii  ad  cfus  compósi lioiiein  , ope  Ca- 
nonis  gcncralis  , perficiendam,  ad  aequationis  inventionem  snepe 
requìritur  . Et  hoc  quidem  multis  exemplis  ex  marchiane  de 
l' Ilopitaì  , ahisque  scriptoriÙHS  attendi  facile  posici  quorum  «• 

ìium  eùlduceré  satis  erit , Canones  rs=c.+  — , r = c — — 

duo  suiit  ex  ìis  , quos  tradunt  auctores  prò  constructionc  loco- 
rum  ad  rectarn  lineam.  P'ideanius  igitur  guonioJo  his  ulantur  in 
constructionc  loci  alicujus  , ex.  gr.  ejas  qui  habetur  in  propii  i , 
lib.  I , de  Locis  Planis  Apiullonii'r]  Schootenio  restitutis  (jìag.afó)  , 
qui  locus  , ut  41  Schootenio  resoh’itur  , ad  sequeiUcm  aequatio- 
nem  deducitur  , viz.  , ■ _ . • 


r = 
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cdio  + ePiO  + ffhln  . 
mz’  + bnz  — doz  — foz  -f-  hoz 
• abn  + cdo  — efo  — gho. 
mz'  + bnz  — doz  — foz  -f-  hoz 


et  -y  loco  ipsorum 

qitibus  substilulis  habebitur  . . l 


y =p'3c.y  X.  Et  quoniam  aequatio  haec  , datis  p , q et  r fa- 
cile construi  potest  , putal  se  sruisfecisse  aequationis  propositaa 
constrùctioni  ; aliud  cnim  niliil,  praeter  haeo  quac  dieta  sunt  , 
prò  composit-onc  , hoc  est  constructione  et  demonstratione  loci 
propositi  tifjerl  Schootenius  . Atque  sic  qui  viani  Itane  sequuu- 
iur  , sibi  et  in  Geometria  tyronibus  illudunt . Sed  praeterquam 
quod  acquatto  haec  , eiqiic  similes  3.ye3>i/ifTpiMi  prorsus  sani  , quis 
non  videi  multo  diffteilius  fare  invenire  ipsas  p , q , r geometri- 
co , ut  earum  ope  aequatio . construatur  , quam  aequaiionen 

ipsam  invenire Mi  astengo  per  brerità  dal 

continuare  questa  bellissima  dottrina  del  Siinson  > e di  farne  lapplica- 
ziòne  a’  tanti  casi  di  soluzioni , e costruzioni  coti  la  moderna  Geoiuc'^ 
Iria  analitica  , lasciando  ciò  cousideraro  a coloro  stessi  ebe  ne  usano. 

Ritornando  dunque  al  lavoro  del  Trudi  • dirò  , che  dopo  di 
aver  egli  adempiuto  al  |frimo  quesito  secondo  il  prc^ramma,  «on  man- 
cherà di  presentare  per  mio  mezzo  a questa  R.  A.  tre  altre  soluzioni 
dello  stesso  problema  , la  prima  geometrica  co’  principj  stessi  del 
La-Grange  , 1’  altra  ancor  geometrica  pel  problema  esteso  alle 
curve  coniche  cd  al  poligono  ; e la  tenta  [X'r  questo  stesso  pro- 
blema con  r analisi  Cartesiana..  Sicché  dopo  lutto  questo  lavo- 
ro , se  non  altro  vanto  ]>ulessc  darsi  la  nostra  scuola  , nessuno  po- 
trà certamente  toglierle  quello  di  avere  in  modo  'geometrico  ed  a- 
nalitico  risoluto  compiutamente  in  varie  guise  un  problema , che  ha  te- 
nuti per  lungliissimo  tempo,  e non  con  felice  successo  occupati  i magr 
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giori  geomclri  ed  analisti  moderni . Kla  io  vi  soggiungo , che  da  tut- 
te queste  ricerche  grometrìco-aualitichc  fatte  dal  Trudi , 1'  analisi  al- 
gebrica avrà  conseguito  un  nuovo  metodo , da  costruire  con  elegan- 
za i risultamcnti  de'  problemi  geometrici  cou  essa  risoluti  : e da  ciò 
la  medesima  ,'dopo  la  costruzione  Cartesiana  , un  altro  gran  passo  avrà 
dato  per  avvicinarsi  al  puro,  e chiaro  metodo  ge-omctrico  degli  antichi . 
Dal  che  potrà  dedursi  , che  il  lavorare  sopra  problemi  geometrici  , 
non  sia  un  lusso  della  scienza  , ed  uu  esercizio  superfluo  , come  ta- 
luni |>er  poca  conoscenza  credono  , i>olendo  in  mano  di  coloro  , clic 
son  pratici  ne' metodi,  e sanno  adopcnirli  a pro|>osito  , divenire  occa- 
sione di  nuove  scojicite  , c prolungamenio  di  quelli  , Al  che  certa- 
mente mirando  col  suo  acuto  ingegno  Gio.Birnoulli  pronunziò  quella 
sentenza  , da  me  per  tal  ragione  scelta  ad  epigrafe  del  programma  , 
che  : Propellere  problemala  in  pablicum  non  corei  lUiUtate  ; hac 
piim  ralione  Cxcitanlur  et  acuunlur  indenta  , ac  saepe  alìipùd 
eruitnr  in  scienliae  incrementum  , qiiod  ahoquin  forte  abscondi- 
liitn  miinsisset  • Dd  in  fatti  , per  non  ripeter  tante  cose  , chi  non  sa  , 
che  dal  problema  isaperìmctrico  abbia  avuto  origine  il  calcolo 
delle  Variazioni  , che  forma  l’ apice  .de’  metodi  sull'  ìnfuito  matc- 
inatico,  con  tanto  successo  promossi  ed  ado^ierati  da'moderiii  ; c che  la 
Geometria  analitica  debl>a  pure  , per  opera  del  sommo  La-Grange , 
a'  problemi  sulla  piramide  triangolare,  come  più  volte  ho  detto  , il 
inodcTiiissimo  iiielodo  analitico  puro  nelle  ricerilic  geoineti  icIie  ; il  qua- 
le più  ut  le  gli  si  renderà  , quando  (lotransi  stabilire  regole  generali  , 
c certe  da  liberarlo  da  que’  difetti , clic  ancor  si  ravvisano  nel  procedi- 
mento di  esso  . Ma  di  ciò  sia  detto  abbastanza  per  ora  . Non  debbo. 
]>erò  tralasciare  , perché  tutto  sia  messo  innanzi  gli  occhi  de’  mici  col- 
leglli di  quanto  riguarda  la  storia  di  questo  celebratissimo  problema , 
ed  a sempre  più  comprovare  l’ imjiortauza  , e la  diilìcollà  di  esso  a trai- 
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tarlo  con  h moderna  analisi  ,.clie  il  sig.  de  Poncclet , io  una  sua 
dissertazione  suiV  uso  dell’  analisi  algebrica  nella  deonutria  diret- 
ta rotile  a disGda  al  Gergonne  , volendo  produrre  t^ualcLc  ricerca  diflì- 
cilc  , ili’cgli  cliiama  prova  di  fatto  in  qutst’  argomento  , propoue 
precisamente  il  problema  del  Grama'  generalizzalo  , ed  esteso  alle  cur- 
ve coniche  , c nc  esibisce  una  sua  costruzione  , tacendo  I’  analisi  cb« 
ve  lo  aveva  condojlo  , che  mai  jiiìi , per  quel  clic  sia  a mia  notizia  , 
sì  ride  comparire  . E fu  da  ciò  iudollo  il  Gergonne  a quella  soluzione 
sua  di  cui  più  sopra  abbiamo  ragionato  : 


'■  E tleimo  di  liarlicolarc  atlonziono  il  leaienlc  S'jùarcio  della  risposta  del 
Gergonne  al  Eraicelet , cui  proposito  di  cui  s<opra  abbiain  detto  , cho  uri^inal- 
nicnte  riporteremo  ad  istruzione  do'  nostri  giovani  matematici  « J'  ai  |iit , et  ja 
«ripèto  cucorc  aujourrf  bui , qii  on  n' a pas  su  lircr  jusqu'ici  da  la  Gi*omètri« 
a analj'tiquR  toni  le  parli  qii'  elle  seinblc  susceplible  d’ oflrir  ; qu‘  on  la  colomnie 
« losqn'  on  la  regarde  Conime  pcu  prnprc  i foucoir  pour  Ics  problèmcs  doGèom^ 
a tric  dea  eanstrucli"os  simplea  et  élègantcs , que  la  tante  parai!  en  .itre  pret- 
a que  uniquemeat  dù  i la  maniere  dont  on  l’a  employée  ; et  qu'  en  la  maniant  avec 
a plus  d' adrocse  on  peat  en'deduirc  dea  eonslrucUons  qui , it  tUet  ne  tont  pai  ue~ 
a périeurei  à eelUi  de  f ancienne  Geométrie , paroiueni  du  moine  ne  deeoir  leurrien 
a ee'der  en  eimpliritè , et  en  èUgaace  « { del  che  noi  altrove  istituiremo  parallelo  ) . 
a J' appuyai  CCS  assertions  par  qiielques  «xemples  ; et  je  demanderai  a M.Ponce- 
a lot  lui-nième  , s' il  rnnnoit  , en  particulier  pour  Ics  problòmea  de  Viete  et  do 
a Fermai  quclques  cpnstniclioiis  plus  direelei  , plus  génèrates  , plus  èléganles  , et 
a plus  simplcs  (pie  celles  aiuipitllcs  od  est  directcìiieot  iionduii  par  la  Géoniélriu 
a analylique  employée  de  la  maniere  que  jc  eoncoLB  « . Ed  egli  altrove  ai  doleva 
con  ragione  di  vedersi  le  soluzioni  del  Vieta  . e del  Fermai  pe'  problemi  delk"  Ta~ 
zioni , o deVenCaUi  sferici  ridotte  sempre  da  un  problema  più  dillìcile  ad  altro  di 
gii  risoluto  : c sembra  a tal  prolusilo  cho-  ignorasse  , cbe_  per  quelli  della  prima 
Umiglia  un  tal  difetto  non  era  nelle  soluzioni  pi'rdiite  di  A|K>lloftio  ..  Nè  h>  pur 
por  ombra  mi  dolgo,  che  il  (ìergonno  , quanluoquc  compilatore  degli  .trinali di 
UM  scienza  > il  che  i obb'igava  a cercar  di  conusccre  quanto  d importante  in  tj- 
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L’altra  delle  quistiooi  da  me. proposte  al  premio  , per  chi  la  risol- 
Tesse  analogamente  alla  dimanda  fallane , conta  , come  diceva  , già  gli 
anni  del  corrente  secolo  , senza  avere  ancor  ricevuta  quella  soluzione  che 
ad  essa  conviene  , e che  i geometri  ragionevolmente  dimandano  : ed  un 
caso  particolare  di  essa  aveva  giù  prcccdentemoutc  formata  parte  del 
problema  trigemello  risoluto  da  Giacomo  Dcrnoulli  ; nè  .so  capire  co- 
me mai  quest*  uomo  sommo  atesse  potuto  tralasciare  di  gcnei'alizzarlo, 
o che  per  tanti  anni  altri  non  avesse  ciò  avvertilo  '.  Finalmente  np|)arve 
essa  , come  problema  di  riduzione  di  quello  di  : Dato  un  prisma  retto 

sa  pubblicavasi  , noa  avesse  avuta  notizia  (trite  soluzioni  elegantissime  del  Fergola 
pe' contatti  circolari  , c delle  mie  per  gli  sferici , incili  ciascun  de'  problemi  di 
queste  due  famiglie  è indipendentemente  , nella  Sua  generalità  , e con  assai  più 
clitganza  che  da  lui  risoluto  : lo  stesso  per  la  soluzione  del  principale  de'  pro- 
blemi dello  ruii'oni  , fatta  dal  professore  Scorza , e elio  da  me  presentala  a 
questa  nostra  Accademia  vedesi  iascrita  mi  voi.  I.  da'  suoi  Alti  . £ piuttosto 
di  tale  omissioic  degli  annalisti  ne  do  a noi  millesimi  la  colpa  i che  |ier  siste- 
ma abbiamo  cercato  di  acijuistarcv  merito  con  la  scienza  , e non  col  diventare 
noi  medesimi  i divulgatori  di  quel  poco  di  buono  , clic  ci  hanno  permesso  le  no- 
stre forze  , e mescirini  detrattori  delle  Sltrui  cose  , coiiKS  da  qiulclie  tempo 
a questa  parte  par  che  se  ne  sia  introdotto  il  poco  pnesto  spregcvol  costumo 
qui  Ira  noi . Concliiudo  lìnalmenle  il  (ìergonne  dicendo  : » Loin  donc  que  je 
» croie  que  l' on  doive  m^gliger  la  Géométrie  pure  pour  1'  anali  se  ^ jc  pcnse  , au 
» couirairc , avec  M.  Poricelel , qu'  on  ne  saurait  trop  s' ap'pliqucr  à Ics  cultivcr 
« f un  et  I'  autre  avec  un  soin  égal  ; mais  Je  penso  aitasi  quo  s' il  peut  dire  souvent 

> utile  tdc  s' aider.dans  l' analysc  des  considerationi  que  la  Géométrie  peut  four- 

> jiir , et  vice-tersa  \ on  ■'  en  doli  pas  moina  apporter  (ous  scs  soins  à tirar  de  clia- 

» cune  de  ces  deus  branclias  cf  unc  mème  scieace  tout  le  parti  que  , sana  le  so- 
» conrs  de  l' autre  , elle  peut  étre  susccptible  d' offrir  « . Ed  io  mi  lusingo  , che  i 
■ostri  giovani  matematici , a'  qnali  tante  volle  abbiamo  noi  ripetuto  un  si  vantaggio- 
so consiglio , vogliano  esserci  grati  in  sentirlo  pronunziato  da  uno  de'  maggiori  prò- 
tnrilgatori  dell'  analisi  para  nello  ricerche  geometriche , ■ 
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triangolare  , cavare  da  esso  tre  cilindri  cquenlti  al  pripio , e dulia 
massima  solidità  , proposio  al  MallùUi  , c'da  .costui  Iratlalo  in  uau 
memoria  della  Sodesà  Italiana  per  1’ auoo  i8o3  ■* . E {)cr  cominciar 
da  ora  a valutare  di  qual  tempera  esso  sia  , l' illustre  matematico  , die 
uc  tentò  la  soluzione  , prevcnuc  i suoi  lettori  col  dire  : » Vi  s^iio  in 
» Geomctrin  alcuni  ^itublemi , la  soluzione  analitica  de’  quali  non  si 
M può  presentare  senza  tedio  del  lettore  .attesa  la  lungliozza  e l’Impro- 
M Litù  de'  calcoli  a’ quali  lia  .dovuto  soggiacere  il  geometra  nella  so> 
1»  luzione  del  suo  proLleraa  , laddove  do(io  aver  couoscltito  il  vero 
» rLsuilato  , convcitendu  l’analisi  in  sintesi  simbolica  , ed  il  problema 
» in  teoiema,  succede  parecdiie  volte,  dic5Ì|io»sa  per  una  via  più  age- 
M volc  c piana  dare  di  esso  una  còmoda  dimostrazione.  Di  questa  spe- 
u eie  è r enunciato  jnobl’  uia  , clic  mi  fu  jiropostonou  Iia  guari,  e die 
» mi  parve  sul  princijiio  di  facile  soluzione',  osservando  .eh'  esso  ridu- 
u cevasi  alla  iscrizione  di  tre  circoli  ne'  due  triangoli  delle  basi  parai*. 
» Icle  del  prismi  , così  clic  ciascun  de’  drcoli  toccasse  gli  altri- due,' 
M cd  insiem  due  luti  del  triangolo . Ii(trapresa  per  tanto  la  soluzione  di 
w questo  secondo  pi-oblema  , mi  vidi  contro  ogni  mia'  aspltazioue  in* 
M golfuto  in  prolissi  calcoli  , c scabrose  forinole  atte  a stancar  la  pazien* 
» za  di  un  uomo  meno  di  me  ostinato..  Superata  jierò  la  difficoltà  , cd 
M avuti  de’  risultali  assai  semplici , teutai  cangiando  il  problema  in  teu- 
» rema  , aprirmi  una.  via  più  comoda  per  la  dimostrazione  « . Dal 
quale  ragionamento  dd  Malfatti  altro  non  può  coudiiudar.si  , die  U 
gran  difficoltà  , c gli  stenti  da  esso  provati  nel  risolvere  il  jiroblcina  di 
nduikmc,  che  costituisce  il  nostro  assunto  . Poiché  riguardo  alla  tras- 
formazione vantaggiosa  , di’ egli  accenna  , dell’ analisi  algcbrico-gco* 
metrica  , o di  parte  di  essa  in  uii  teorema , proponendola  jid  rs|>cdieule 

■'  l’er  la  soIuzioBC  del  Malfatti  tcg.  la  porla  III. 
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geoerak  ia  casi  sìbìIÌ)  xA  non  doglie  , che  possa  gioslamente  tichic^ 
derglisi  , quid  sia  stato  il  mozu)  che  lo  abbia,  co  adotto  a quel  Icore* 
ma  ; e che  quiadi  egli 'ricada  aeUa  stessa  asaUsi  , e nelle  calcolaoioni 
assai  prolisse  durato  per  essa , e che  egli  volere  evitare  ’’  . 

Questo  lavoro  del  MoUalti  >,  per  non  mostrare  in  fronte  scrittO'il 
titolo  della  quistione  cui  riguardata , era  shiggito  agli  anmdisti  delle 
MatemaUche  di  Lione  t nè  ciò  può  loro  imputarsi  a colpe  ; , peó.bè 
chi  mai  potrà  oggigiorno  compromettersi' di  oouosceK  UiltOtqMaulapul»- 
bticasi  ia  tal  ramo , per  materìe  «olle  quali  mu  > basta  percorrerle  leg- 
gendo , ma  bisogna  coBsiderwc  e sviluppare  .1  progressi  <dcl lo  Malu- 
matichc  potranno  solo  ottenersi  dalla  lettura  de’  classici  autori , da' 
quali , oltre  la  scieóa  che  vi  si  apprende  , Iraggonsi  i semi  a-  farla  pro- 
gredire , e dopo  ciò  meditando  ; non  già  , come  ora  costumasti,  infar- 
oendosi  la  mente  £ titoli  di  libri , e d' iudlci  d' istitusioni 0 percor- 
rendo giornali  snperficiali  , per  figurar  con  parole  , e .ooUa  operan- 
do . Nè  tampoco  avendo  avvertito  alla  memoria  del  UlallkHi  quei  geor 
fuctra  che  agli  annalisti  suddetti  il  prO|io>se , per  pubblicarlo  nel  loro 
dotto^  giernole  ^ costoro  non  mancarono  di  anoiumianlo  come  nuovo  , 
« di  occuparsene  ancor-  esa.:  domde  furono  indotti,  dopo  qualche  tempo, 
a dichiarare  ciò'idieqid  pova  origiRalneote  riportare  : • Seno,  pili 

• di  dieci  anhl  che  questo  difficile  problema  ù è presentato  per  la  pri- 

M ni»  volta  a^  compilatori  di  questa  raccolta  ; 1 quali  sebbene  Iq  ayes- 
' t !tr“  M j.i  I ..  I (•  . 

'>AI  faostro  sentimento  è nnVonne  quello  <H  tatui  malemaUdi  che  se  ne 
soBo  posteitormente  occupsU  : e noi  riporteFomo  al  prnpoeilo  la  seguente  Asta  de' 
tempiialori  (kgli  Annali  «Mstheureusement  cetto  solnlion  est  peu  propre  i eclairer 

* sur  Ics  morcM  par  les  qnets  rauleor  l’ a obtenue  ; elle  se  tèduit  uniqucoient  on 

s>  eflét  à fomer  les  équstioas  ' do  proUéme «(  <m  valeait  dee  ùKonKWs  , età 
» proiiver  ensnite , r f aMo  dea  relattetas  entra  tee  doonéee  , qao  le»  dcrniesae 
» saUsfuot  agi  profflieres . ' - >''v 
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u scro  altaaeato  a diverse  riprese  , non  poterono  per  lungo  lenapo  per- 
» venire  a rìsolverio , e nè  anche  • ad  assicurarsi  se  esso  era  ri- 
» solvibile  col  cerchiò  e con  la  riga  ( cioè  del  grado  di  tal  problc- 
u ma  ) : (icr  cui  non  avrebbero  pensato  a proporlo  negli  Aruiali  , se 
w non  vi  fossero  stati  spinti  da  un  loro  associato  . 

u Credevano  essi  ragionevolmente  , che  il  geometra  il  quale  li 
u aveva  indotti  a far  rivolgere  T atteoiione  de’ loro  lettori  su  questo 
» prebleoM  , s’ incaricherebbe  egb  di  risolverlo  : ma  avendo  lungo 
M tempo  vanapiente  aspettato  , stimarono  dover  &re  ancor  nuovi  tenr 
M tativi  , e si  credettero  piò  fortunati  questa  volta  che  le  procedenti  ia 
»’  esser  pervenuti  , se  non  <i  trovare  una  costruzióne  del  problema  , 
» almekó  ad  abbassarlo  al  primo  grada  , ed  a ridurre  la  sua 
» 'solutione  ad'un  calcolo  aritmetico  assai  semplice».  La  qual  con- 
chiusiOne  basta  a mosiraro  , perchè  delle  loro  ricerche  non  siesi  tenuto 
alTutto  conto  da’  geometri  , elio  postferiormcnte  hanno  trattalo  lo  stesso 
problema,  tenendolo  per  nuovo,  e non  àncora  risoluto  come  convenivasi 
alta  natura  e qu^ilè  di  esso  . Il  problema  è geometrico  , e però  a ri- 
solverlo nutto  vài»  il 'ealcolo’  Dumorico  ,(  ma  a richiede  óna  coslrutiò- 
oe.:  è ricorderò'  a questo  proposito  ciò  che  ^diceva  l’  Eulero  in  occasio- 
ne, della^sohiaione'del  de  la  Grange  pel  problema  del  Cramer  : srum 

ijula  problema  est  geometnèum  , non  < tomi  calCulus  numericus  , 
ifuUM  conslructio  gpomcirica  desiderati  solet  semplice 

può  dirsi  1’  analisi  che  vi  oidirnao^  essendo  anzi  assai  onusta  di 
firiacipj  guometrioi  involti  nelle  foi  mnio  che  vi  adoprano,  e 'di,  anali- 
tiche''coiubiuazioni  e riduzioni  , che  di  molli  dati  per  cooseguenaa , su- 

.t'-.-tfJ.  i*  ■ * '*.  * 

i'i  */••)'(.  . .1  I : M * • - • ‘ I • .1  • ^ 

i J > . *9  Questa  csprcHWoe  è asselotamaoto  arroqnaif  ,11  wn  puè  ahbas- 

eazai:A!{;Efulo',  tamlàanilo  flaUim  • E^aniifercnie  nptafe  ù}  apprpssQ,  cis  fhe  cun- 
vieosi  a tal  proposto , . > 
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perflui  ad  una  genuina  soIuzìodc  , la  rendono  grave  . Ma  noii  è que*- 
sto  il  1q(^  da  entrare  in  più  particolarì  per  tal  soluzione  , sulla  qua* 
le  riverremo  in  appresso.  ’-ii  .. 

Posteriormente  avendo  essi  ricevuta  dal  sigJBidotw',  matemati^ 
co  di  Torino , la  noticia  della  soluzione  del  Mal&tti , c la  costnizione 
alla  qnale  questa  lo  aveva  condotto  , nel  voi.  11°  de’  loro  Annali  cosi 
Eoggiugnevano  s m In  luogo  di  verificare  i valori  delle  incognite  sulle  e- 
' » quBzioni  del  sìg.  MaKalti , ì compilatori  degli  annali  preferiscono 
M verificarli  sulle  loro , che  sono  più  semplici  , attesodbe  il  sig.  Mal- 
w fetti  impiega  sci  Incognite  invece  di  tre  , e che  inoltre  non  avendo 
M rappresentate  per  simboli  particolari  le  distanze  de’  vertici  del  tri- 
» angolo  dato  dal  centro  del  cerchio  iscritto  , le  sue  formole  risul- 
M tano  complicate  di  radicali  ".  « Dopo  ciò  gli  stessi  annalisti  a pagi- 
na i65  del  medesimo  volume  ripigliano  quest'  argomento  , riportan- 
do una  lettera  ad  essi  diretta  dal  sig.Thedenat  cornspoodente  della  i*. 
classe  deir  Istituto  , c rettore  dell’ accademia  di  Nimes  , della  quale 
non  è Tuor  di  proposito  recar  qui  il  cominciamento . » Signore  — 
>■  Il  silenzio  del  sig. Bidone  , o piuttosto  quelb  di  Malfatti , stesso  sul- 
» la  natura  delle  coasiderazioai  , che  hanno  potuto  condurlo  all’  ele- 
M gante  risultamcnto  , che  ci  avete  fatto  conoscere  a pag.  347*)  348 
» Ann.  voi.  I.  , mi  ha  condotto  ad  alcune  ricerche  su  questa  curio- 
» so  problema . Io  verità  la  soluzione  n'  è ora  conosciuta  , e voi  a- 
» vete  provato , a pag.  6o  voi.  II. , eh'  essa  è esatta . Ma  non  sa- 
u pendo  per  qual  via  vi  si  perviene , questa  soluzione  non  può  esser 
» considerata  , che  come  un  teorema  , del  quale  si  può  ragionevol- 
u mente  desiderare  una  dimostrazione  semplice  come  la  sua  enuncia- 
• zione  « . Egli  continua  dopo  ciò  le  sue  considerazioni  sulla  soluzio* 


Si  vegga  su  queste  proposito  la  porte  III, 
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ne  dei  Malfalli  ; e dopo  luogo  calcolo  oc  deduce  quel  teorema  , men- 
tre Ktna  ai&tto  stento  , anzi  senza  calcolo  renino  poteva  ravvi- 
sarlo iinraediataoaente  dalla  soluzione  del  &Iaiiàtti  , come  &rò  rile- 
vare nella  Parte  III. 

Si  fa  cenno  di  nuovo  di  tal  problema  dal  Gergonne  nel  voi. VII., 
all’  occasione  della  risposta  al  Poocelet,  di  cui  più  sopra  fu  fatta  men- 
tione  , dicendovi  : u Si  dee  osservare  al  più  , die  vi  sono  alcuni  pro- 
V blemi  , che  sembrano  mostrarsi  egualmente  riluttanti  a tutt’  ì me- 
todi , come  per  esempio  quelli  dell'  iscrizione  di  tre  cerchi  nel  trt- 
u angolo  ; e di  quattro  sfere  nel  tetraedo  » . Ed  altra  rolla  esso 
comparisce  nel  voi.  X.  degli  Annali  (on.iSao),  ove  sono  recate 
le  ricerche  sul  medesimo  del  prof.  Lechmùtz  di  Berlino  , dirette 
a’  compilatori  con  la  seguente  lettera  . 

perlina  il  aS  gennajo  1820  — Signore  — Dando  nella  vo^ 
>}  stra  stimabile  raccolta  l’ istoria  del  curioso  problema  , del  qnale 
Si  avrò  r onore  di  trattenervi , facendo  conoscere  la  soluzione  sempli- 
» cissima  che  n’  è stata  data  da  un  celebre  geometra  italiano  , ave- 
u te  mostrato  il  dispiacere , che  si  dovesse  pastificare  a posteriori  la 
» formula  finale  del  Malfiilti  , provando  eh’  essa  soddisfi  alle  equa- 
u zioni  , che  si  tratta  risolvere  , senza  che  si  osservi  come  per  mei- 
» so  di  queste  sole  equazioni  si  potrebbe  pervenire  a questa  stesM 
u formola  , se  essa  fosse  incognita  , 0 almeno  ad  ogni  altra  cquiva- 
>i  lente  , di  &cile  costruzione  . Queste  consìderazioui  avendomi  de- 
M terminato  a ritornare  di  nuovo  e recentemente  su  questo  sitgola- 
re  problema  , sono  stato  mollo  felice  di  ottenere  una  soluzione  , 
» la  cui  semplicità  ed  eleganza  vi  farà  forse  giudicare  esser  tale  da 
u comparire  nella  vostra  raccolta,  e che  in  conseguenza  passo  ad  espr 
M brevemente  , pervenendo  alla  stessa  costruzione  del  Malfatti  ; in- 
» dlcando  anche  come  conoscere  e distinguere  i casi  del  problema  a , 
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Ma  questa  so]usiooe  del  Lechraulx  fiilta  con  I'  analisi  CHrtrsìana  , 
non  è efieltÌTameule  che  la  miglior  dimostrazione  del  risultamenlo 
del  Mal&tli  ; di  die  l'autore  medesimo  conviene. 

Dfipo  ben  sette  anni  si  vide  , negli  stessi  jinnali  , comparire 
un  cslralto  di  una  memoria  del  sig.  Steiner , impressa  nel  celebre 
e dotto  giornale  di  Matematiche  , il  quale  pubblicasi  in  Berlino  , dal 
valentissimo  matematico  , segietario  di  quell'  Accademia  sig. Creile, 
della  cui  corrispoudenu  mi  tengo  onoratissimo  ; nel  quale  lo  Stei* 
uer  , dopo  aver  parlato  della  gran  difbcollà  del  problema  di  Mal- 
fatti , e dell' altro  analogo  della  piramide  , passa  a generalizxarli  , 
asserendo  aver  date  di  entrambi  le  coirispoodenti  soluaioni,  delle  qua* 
|i  nulla  possiamo  dire  , non  emendoci  pervenuta  altra  ootìtia  , che 
quella  assai  imperfetta  , che  nel  citato  luogo  degb  jinnaii  si  legge. 
K da  f|uesti  rileviamo  pure  , che  lo  Steiner  proponevasi  di  pub* 
blicare  su  tale  argomento  un'  opera  espressamente. 

Tante  ricerche  fatte  so  questo  problema  da  valentissimi  analisti  , 
e |ier  tanto  tempo  , fiiccvano  perb  ancora  desiderare  dì  esso  uoa  con- 
venevole e diretta  soluzione  geometrica;  al  che  impegnatosi  il  jig.Pau-* 
ikcr,  geometra  ascritto  all’  imperiale  accademia  di  Pietroborgo,  riesci 
a risolverlo , dandone  una  costruzione  cibante , alta  quale  però  non 
perviensi , senta  aver  prima  percorsi  nove  lemmi  , che  sono  tante 
nuove  speciose  verità  su  i contatti  circolari , le  quali  secondo  l' ordine 
da  lui  tenuto , costituiscono  l’ orditura  della  ben  lunga  analisi  del  pro- 
blema ; « di  ben  altri  undici  oe  & bist^no  per  U corrtspondeule  dimo- 
MruzioiM.-  ; dal  che  deducesi  eziandio  , non  esaer  essa  nell*  ordinario 
modo  dall’  analisi  derivata  i e 1’  accademia  accolse  tal  lavoro  pe’  suo* 
kn\,  ori  volume  per  l’anno  i83a  ”.  Pervenutomi  questo  a caso  nel- 
le mani  , giacchi  le  nostre  bìblìoteilie  e le  accademie  , per  nulla  pcn- 

r*  b'  ordilnra  di  questa  sokuioM  sari  riportata  oelU  parte  IH. 
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sino  a prorederc  questi  principalissimi  libri  necessarj  al  loro  scopo  «i 
mi  posi  subito  a percorrere  una  Ul  soluzione,  ihe  oltre  la  uoviià'^,  m’ 
interessava  , rorne  bo  già  detto  nel  programma  , per  compiere  1’  argo- 
mento delle  Tazioni , in  nuova  ed  assai  elq;aiite  maniera  ti’atlalo  dii 
Virgola  , e perfezionare  afiàtto  questa  parte  del  Luogo  di  risolta  a- 
ne  delle  gredic  scuole.  Ma  ad  ogni  passo  arrestavaini  la  cuiuplicaziom; 
delle  figure  , ambe  per  la  dclùlitazioiie  de’ miei  oixLi,  die  non  mi  L* 
sciava  veder  beue  le  linee  ed  i punti  die  iudicavausi.  Mumìo  quindi  d i 
banda  il  libro , mi  rivolsi  a tentar  da  me  la  soluzione  : dal  che  mi  .iv> 
vidi  della  sua  grandissima  difficoltà  ; ond'  è che  devialo  da  altre  o<tu- 
pazioni,  la  rimisi  ad  altro  tempo.  lulaiito  avendo  di  questo  problema, 
« della  somma  difficoltà  da  me  iocouU'ata  in  risolverlo  ragionato  col 
sig.Trudi,  di  cui  più  sopra  bo  detto,  costui,  dopo  breve  tempo,  ed  in 
mezzo  ad  occu|iazioni  , ebe  il  deviano  pur  troppo  della  sciioza  per 
la  quale  è fallo  , oioslrommi  una  sua  elegante  solunoue  di  probltmia  >1 
difficile'’'.  £ già  Oli  |ire(iarava  a pubblicarla  , qnaudu  , conoscendo  la 
n.ilura  e qualità  del  problema , mi  venne  il  pensiero  di  poter  con  esso, 
'e  con  l'altro  di  cui  qui  ionauzi  vi  ho  ragionalo,  formar  un  jirogramina 
da  accrescere  stimolo  a’ooslrì  matcìualiii,  per  ocruparsi  di  questo  pio- 
biema  , con  quel  metodo , ebe  avessero  creduto  migliore  io  trattarlo  . 
spedalmente  desiderando  conoscere  cosa  valessero  gb  sfoni  de’ nostri 
Valorosi  atleti  del  metodo  analitico  puro , per  sempre  più  accrescere 

Poitérìormebte  lo  stesso  Trudl  ha  risoluto  f altro  problema  assai  piò 
dìinicile  (f  : fttrirtrt  Ut  «S  (nimbato  dato  di  tpeek  i di  gntukxxa  In  stiiwi  rimi- 
ti t timimenit  poste  ad  ufw  data  , h ywati  si  fteehin»  tra  Imv  , i toeeki  eiatemna 
iu*  lati  dti  triangolo . Ed  io  per  sempte  pU  spingere  i nastri  cnHivalori  della 
moderna  analisi  pura  nc'  problemi  geometrici . gli  invilo  a tentarlo  con  essa  con- 
venevolmente , prima  che  sia  pubblicata  la  soluzione  del  Trudi  , come  avver- 
rà . drpo  che  r Accademia  nostra  avrà  pronimzi.vto  il  suo  av'  iso  sulla  aoluaione 
del  prìiao  di  tali  problemi , 
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mileria  da  istituire  parallelo  tra’  diversi  metodi  d’ inventare  in  Geo- 
metria , e della  più  propria  maniera  di  usarne  . E mandato  ciò  ad 
iQl’tlo , non  scoia  il  rostro  ajuto  , che  gentilmente  mi  avete  accor- 
dato , di  rivedere  le  risposte  , che  se  ne  presenteranno  , delle  quali 
un  buon  numero  n'  è al  tempo  stabilito  pervenuto  al  nostro  segre- 
tario perpetuo  : mi  lusingo  di  vedere  da  buon  successo  corrisposta 
la  mia  aspettaiiooe  , tendente  ad  utilità  della  soieoia  che  per  tut- 
ta la  mia  vita  ho  coltivata  , e cercata  promuovere  . Ed  allorché  di  es- 
se risposte  ne  avrà  severamente  giudicalo  la  nostra  classe  malema- 
matica  , sarà  mia  cura  presentarvi  il  parallelo  delle  diverse  soluzioni, 
che  finora  un  tal  problema  ha  avute  , per  quindi  valutare  non  pure 
il  loro  merito  assoluto  , ma  anche  il  relativo  ; e far  conoscere  quanto 
abbiano  a ciò  potuto  contribuire  i metodi  adoperativi.  Per  ora  non  vo- 
glio tralasciare  di  prevenirvi  , esser  tale  la  natura  di  questo  problema, 
da  offrire  a dii  geometricamente  il  cerca  risolvere  nuove  verità  cd  im- 
portanti ; sicché  la  Geometria  avrà  sempre  guadagnato  qualche  cosa 
da’ tentativi  per  risolverlo  rimasti  anche  infrutlosi.  Ed  ò questo  un  altro 
poq  piccolo  vantaggio  del  metodo  geometricò  ; poiché  sicnrameote  dalle 
ricerche  puramente  analitiche  fatte  per  risolvere  un  problema  geo- 
metrico nulla  rimarrà  a raccogliere  , quando  alla  soluzione  di  esso 
non  si  pervenga  . Ma  di  tutte  le  cose  che  finora  ho  accennate  sola- 
mente , mi  serbo  a render  conto  distinto  nef  mio  lavoro  che  mi  sono 
più  volte  compromesso  presentarvi  , 

Quel  giornale  che  profferì  sul  terzo  quesito  1*  erronea  sentenza 
di  cui  sopia  ho  ragionato  , attribuiva  a me  I’  averlo  escogitato  ; il  che 
io  ben  volentieri  accetterei  senza  arrossirne , se  fosti  solito  a &rmi 
un  'manto  dell’  altrui  stoffa  : però  mi  veggo  nell’  obbligo  dichiara- 
le , che  , sebbene  lo  ignorassi  , Irovavasi  esso  proposto  nel  voi  I.  de- 
gli Annali  ec,  , , e quindi  fin  dall’  anno  1810  , e non 
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);ià  nel  UKxk)  come  da  me  n’  è stata  limitata  1’  eauociazione  , ma 
dicendovisi  gpacralioeote  : Iscrivare  in  un  tetraedo  qualunque  ec. 
Anzi  c d^no  di  avvertenza  , che  mentre  qu^li  accurati  compila* 
tori , nel  proporre  il  problema  d’  iscrivere  in  un  poligono  del  nu- 
snero  n di  tali  altrettanti  cerchi , tangenti  ognuno  due  di  que' 
lati,  e due  de’  cerchi  iscritti,  non  tacquero  anclie  il  semplice  sospet- 
to eh’  essi  avevano  di  poter  questo  essere  indeterminato  , nulla  cre- 
dettero poi  necessario  a notare  sul  problema  della  piramide  , che 
subito  dopo  quello  soggiugnevano  , nel  modo  poc'  anzi  accennato  . 
Kè  tampoco  il  fecero  le  tante  volte , che  riproposero  lo  stesso  pro- 
blema ; nè  alcuno  mai  di  que'  matematici  cui  cadde  sotto  gli  oc- 
chi tal  proposta  , e forse  provaronsi  a risolverla  , pur  per  cuibra  so- 
spettò della  genuina  proposizione  di  questo  |iroblcroa.  Eid  esso  di  fatti 
trovasi  identicamente  riproposto  a png. 287  del  voi.  II.  adunali  ec., 
e poi  nel  vol.X.  a pò  di  pagina  delle  ricerche  del  sig.  Lechmiilz  di 
Berlino , si  trova  la  seguente  nota  : n La  semplicità  di  questa  solu- 
M zione  impegnerà  forse  alcuno  a tentar  quella  del  problema  analogo 
» pel  tetraedo  , cb'  è stato  poposto  a pag.  387  del  voi.  II.  di 
u questa  raccolta  . « Posteriormente  il  Gergounc  ne  rinnova  l’ idea 
nella  risjxista  al  Poncelet , di  cui  sopa  si  è detto  . Finalmente  nel 
voi.  XVII.  , ri{iortando6Ì  1’ estratto  del  lavoro  dello  Steiten  , si  par- 
la anche  delle  ricerche  da  costui  fette  con  buon  successo  , pr  la 
soluzione  del  problema  della  piramide  . 

Concbiuderò  dunque  , per  non  j>iù  trattenervi  in  suprllue  di- 
cerie , che  dalle  cose  esposte  rilevasi  abbastanza  , esser  le  quistioni 
da  me  propste  al  pernio  assai  importanti  al  progresso  delle  scienze 
roatrroati(  he , ed  alte  a conseguire  1'  oggetto  , che  nei  programma  bo 
dichiarato  . 
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PARTE  ni. 


EsrOSIZlOIfE  DI  TALUNE  DELLE  HICBRCHE  FATTE  PER  RISOLVERE 
1 EROSLEUl  ENUNCIATI  NEL  PROGRAMMA. 


In  questa  iena  parte  , come  bo  pi-eccdcnlcmente  promesso  , 
non  farò  altro  che  abbozzare  tutte  quelle  materie  conccrneiiti  le  ricer- 
che finora  esjxrste , che  essendo  meno  ovvie  , bauno  potuto  sfuggire 
1’  attenzione  de’  miei  colleghi;  perché  possano  essi  tenerle  presenti  nel- 
la discussione  delle  risposte  al  programma  : e che  dovranno  poi  a me 
servire  di  base  al  parallelo  die  mi  ho  proposto  eseguire  , ed  alla  dif- 
Gcik  conseguenza , che  da  questo  dovrò  trarre  , a vantaggio  ed  istru- 
lione  della  gioveatò  , che  apprende , o coltiva  i metodi  d'  inventare. 

NUM.  I. 

» 

SoluEÌone  con  T analisi  pura  recau  dal  Get^onne  al 
problema  del  Cramer  (indicata  a p.  33) . 

Il  sig.  Gergoune  fin  dal  i8io  occupatasi  di  tal  problcnu  pel 
solo  cerchio  , ne  diede  una  seduzione  , la  quale  fu  inserita  nelle  fife* 
ìnoires  de  t Jeadenùe  du  Gard  , che  a noi  non  i stato  af&lto  pos* 
sibile  vedere  ; ma  oe  ne  fidiamo  a lui  medesimo  , che  ne  dà  il  cal- 
colo come  laborioso  assai . Posteriormente  nei  voi.  I.  de’suoi  Jnna~ 
a ec.  , che  corrisponde  all’  anno  stesso  , pag.  i r6  , esponeva  la 
sola  costruzioue  di  tal  problema  , supprimeodo  l’ aualisi , ed  invitan- 
do a dimostrala  . Vi  fo  chi  gli  avverti  potersi  tal  sua  costrusioK 
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etleodere  alle  corre  coniche  iti  generale  ; e però  cosi  enunciolto  di 
nuovo  a pag,  3S9  del  volume  stesso . Do[ki  ciò  egli  medesimo  vi 
riporta  due  altre  soluzioni  geometriche  , l’ una  del  professore  Servqìs  , 
e r altra  di  Rochat , che  non  è se  non  la  sola  costruzione  e dee 
notarsi,  che  le  tre  costruzioni  si  riducono  alla  stessa  cosa  ; senza 
addursi  dal  Gergonne  buone  ragioni  per  mostrare  1’  anteriorità  dcl~ 

' la  sua.  Solamente  osservasi , che  egli  per  menomare  il  merito  delle  ri- 
cerche di  questi  due  suoi  compatrioti , n espresse  su  di  esse  dicen- 
do ; altro  essere  il  legittimare  col  ragionamento  una  costruzione 
già  conosciuta  , altro  il  peryenirc  a questa  costruzione  : la  qual 
censura  potrebbe  forse  ritornare  a suo  svantaggio  ; se  posteriore  alle 
ricerche  dì  que'  due  professori  fosse  stata  la  sua  analisi.  £ dopo  tut- 
to questo  , nel  voi.  VII.  de'  spoi  medesimi  jtnnali  ec.  ( 1817  ) 
ripigliando  un  tale  argomento  pubblicò  la  seguente  nuora  analisi  di 
quella  già  conosciula  costruzione  . 

PROBLEMA 

Iscrivere  in  una  parabola  un  triangolo  i cui  lati  passino  per 
tre  punti  dati . 

SoLVZ.  Sieno , P , P'  , P"  i punti  dati  , S , S'  , 5"  i vertici 
del  triangolo  cercato  ; di  tal  che  P aia  su  di  S'  S"  , P'  su  di  S"  S, 
c P"  su  di  S S"  , 

È evidente  che  per  la  risoluzione  del  problema  basti  delermi-r 
nate  un  solo  punto  S . 

Sia  op  il  parametro  della  prcqiosta  parabola  , il  cui  asse  dino- 
ti quello  dalle  x , e la  tangente  nel  vertice  sia  qudlo  delle  y ; « 
|e  coordinate  de’  pnntì  P , P' , sieoo  ohiu  segue 
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PerP  1 

ì: 

per  F ! 

per 

p"  j 

FerS  1 

i; 

per  S' 

1/ 

per 

S"  1 

ir' 

E.  perchè  S , S' , S"  sono  punti  della  curva  , dee  essere 
y'  = ipx  , y*^tpx'  , /"•  = apx"  (I) 

* I 

Io  secondo  luogo  , perchè  ciascuno  de*  punti  P , P'  , P*'  è in 
linea  retta  con  due  di  quelli , dovrà  aversi 

*— 3T  x^n  » :r-— jp  x— a x — x x — « y it  s 

r=?  “ y-V'  ’ “ 7^  ‘ y^y  = 7w  ^ ^ 

Dal  che  sei  equazioni  , per  meteo  delle  quali  posson  dctermiDarsi  le 
sei  coordinate  x ,jr\  j/,  y\  x" , y de’  tre  punti  ignoti  5 , S' , S''; 
ma  limitando  la  presente  ricerca  al  solo  punto  S , basterà  eliminare 
x'  ^y  , x"  , y'  tra  le  c inque ultime  , e nc  risulterà  un'  equazione 
in  X , ^ , che  combinata  con  la  prima  làrà  conoscere  le  cootHlina- 
te  del  punto  riduesto  . 

Ha  si  può  con  una  conveniente  comhinatiooe  dì  queste  sei  equatà>* 
ni  ottenerne  altre  incomparabilmente  più  semplici  . Sottraendo  , in 
Fatti  , due  a due  , le  equazioDi  ( I ) si  otterranno  le  seguenti  altre 

^ J^+y  y+y"  «''—z  __  y'^y 

y—y  »p  ’ y—y"  .V  / -/  V» 

Paragonando  queste  equazioni  res)>ettivameDle  alle  equazioni  ( U ) i 
se  ne  dedurranno  le  seguenti  altre 


y_±y  »— «»" 


y+y'  _ *'— « y'+y  _ ^'—y  , ly  v 


che  liberandole  da’  denominatori  , e rimpiazzandovi  respettivamente 
apx  , apx',  ipx",  co’  loro  valori  , y’’  ricavali  dall' equa* 
zioni  ( 1 ) , esse  diverranno  finalmente 
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y y — V’iy  + y')  + ">po"  «=>  » # 
y y"—  i (y'  + y")  { ( V ) 

y"y  — y (j"+  y ) + spa'  =i  o 1 

«quazioai  libere  da  x , x'  , x”  , tra  le  quali  non  rimane  altro  • 
fare  che  eliminare  le  j'  , j"  , per  ottenere  il  valore  di  y. 

L'  eliminazione  di  y"  tra  le  due  ultime  dà 
hy"  — -kpa  y y — ipa' 

y — b y—  y 

che  liberandola  da’  denominatori , e trasponendo  diviene 

{b—y')yy'  + (ii'— ipa)jr — {bb’  — ^pa')y'-\-^p{ab'—a'b)  = o 
Eliminando  finalmente  y'  tra  questa  e la  prima  delle  equazioni  ( V ), 

«i  avrà 

( bb'—ypa  ) v4-i/>  ( ab' — a'h  ) b"y  — wa" 

{b-y)y—{by—iLpa  ) ~y~^y'  ~ “ : 

e liberando  da' denominatori  , e riducendo  si  avrà 

(hi'  -^ll>"’—yy'—^pa)y'  4’(a-j-o'^  — b"{a-^a')'^ 

, 4.ap(a'4i"+o"ài'— apfl'a")  = o 

E rimjnazzando  y'  con  zpx  , tutta  I’  equazione  sarà  divisibi- 
per  a , e potrà  dopo  essere  scritta  cosi 

4'4"-p(«'+a")^  j + ^4'4"— p(a'+a")^  4 ì _^4'4"— p(a'+o")^/«  ) 

4 y —p(a  +o'  ^4  y —p(a  +a*  )^4'  “/’('*  )^P°'  \ = “ 

I + a"))  ) - (*  +»"})/'"  ) + V'-p(a  +a")_)/’»"j 

la  quale  si  riduce  ad 

) ^4'4"— p(a'+a")^  K^+«)  ^ C^+“' 

+ ^44'-p(a+«'))  (4'>-p(x+o'0^ 
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È qnesla  T equazione , che  biaognerebbe  comblsare  con  i’  altra 
y'  — 3/7X,  per  oiteoere  le  due  coordiiiate  x,y  del  punto  cercato  S . 

E giacche  1’  eqnazìone  y'  = ^px  h quella  della  parabola  data  , e 
r altra  a combinarviai  è del  primo  grado , può  ooncbiudersi  esser  que- 
ata  I’  equazione  di  una  retta  che  incontra  la  parabola  nel  punto  cer- 
cato S . 

Tutto  si  riduce  dunque  a costruire  le  retta  dell'  equarionc  ( A ) , 

0 eh’  è lo  stesso  trovare  due  sistemi  di  relazioni  tra  x , ^ , che  vi 
soddisfino  . 

Or  i due  ràtemi  di  rdationi  i più  uatorali  a stabilirsi  per  sod- 
disfarla sono  i segnenti  ’*  . 
f(C')  -f-(i')=so 

l(C")  b'y-pix+a")  = o 

'"i  ( D"  = (àl>''-p  («+<."))(*'/-/’  ')) 

Dunque  il  punto  determinato  dalle  equazioni  ( B'  ) , ed  il  pun- 
to determinato  dalle  equazioni  ( B''  ) , sono  i due  punti  delle  dire- 
zioni ( A ) . , 

Si  potrebbe  , per  determinare  ciascuno  di  questi  punti  , ricava- 
re i valori  delle  x ed^  dalle  due  coppie  di  equazioni  che  li  danno  : 

Pare  assai  probabile  , che  quel  nostro  professore  , il  quale  commutò  con 
J' ellUie  la  soiuziooe  del  preaeate  pnbtema  data  dal  Gergoone  per  la  parabola  , 
ove  costui  forse  usò  di  un  tal  ripiego  analitico  la  prima  volta  , non  rimancndona 
btm  soddiststto  , lo  avesse  saltato  di  pianta  ; dal  che  avvenne  poi , che  la  sua 
aoatruzioae  « die  per  altro  egli  togenoamente  dà  per  eonosriiita , non  si  vide  più 
aifatto  eooncesa  con  r analisi  die  ne  aveva  distesa  , nò  da  poterai  in  alcun  modo 
dùiKictrate  rtgoraeamente  ; per  cui  egli  medetìnu)  ne  accenna  di  ricorrere  ad 
una  verifica , per  Mggiaiit. 
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ma  è iDComparabilaieDte  piìi  como^  di  costruire  le  quattro  rette  ( C')  , 
( D'  ) , ( C"  ) , ( D"  ) . L’ interseiioue  delie  due  prime  sarà  il  può* 
to  ( B'  ) , quella  delle  due  altre  il  punto  ( B"  ) . 

£u mineremo  poi  ciò  che  possono  essere  le  rette  (C')  , (€"); 
per  «va  occupiamoci  delia  costrusione  delle  ( D'  ) , ( D"  ) , o per 
meglio  dire  della  costruzione  di  una  di  esse  ; poicUò  si  Tede  bene  , 
die  ( D"  ) è per  rapporto  al  ponto  P"  ciò  thè  ( D'  ) è per  rap- 
jxirto  a P' . 

La  retta  ( D'  ) sarà  determinata  , se  noi  conoscessimo  due  pun- 
ti qualunque  di  sua  direzione  . Or  si  vede  che  questa  retta  {lassa 
per  P ' , da  clic  segue , ilie  non  si  tratta  più  , che  di  trovarne  un 
altro  punto  . Or  questo  sarà  dato  per  due  relazioni  tra  x , ^ , che 
risolvono  egualnoentc  l'equazione  (D')  ; e tra  tutte  le  relazioni  eh’ è pos- 
sìbile scegliere  , le  più  sem[ilici  indubitatamente  sono  le  seguenti 


(C  ) 
(C") 


* y = /»  (•>^  + ® > 

b"y=p{x  + a") 


La  retta  ( D'  ) ò dunque  una  retta  tirata  da’  punti  P' , E'  , c 
quest'  ultimo  puuto  stesso  si  trova  determinato  dall’  intersezione  delle 
rette  ( C)  , ( C"  ) . 

Per  ragioni  sìmili  , la  retta  ( D"  ) sarà  una  retta  tirala  dal  pun- 
to P"  , e per  un  punto  £"  iutersezione  delle  dne  rette  ( G ) , ( C'). 

“La  nostra  costruzione  si  trova  dunque  ridotta  cosi  a quella  delle 
ti-e  rette  ( C ) , ( C'  ) , ( C"  ) , o piuttosto  a quella  della  prima  so- 
lamente ; poiché  le  due  altre  sono  respettìvamente , per  rapporto  a’pon- 
li  P',  P",  ciò  che  questa  è per  rapporto  al  punto  P 


Parrebbe  regoliraieata  che  qui  ai  doresse  arrestare  TaiiaM,  a oanùBciare 
la  OMinuioiie  ; ma  per  eseguir  questa  il  metodo  adoperatovi  esìge  , che  una 
nuova  analisi , tutta  ipotetica  , arbitraria  , e pernaila  connessa  con  la  preluden- 
te, eh'  è quella  del  problema , ai  stabilisca  sulla  locale  da  costruirsi , come  dal 
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Or  sia  preso  sulla  parabola  data  un  punto  qualunque  ( x'yjr'  ) ; 
h tangente  la  curva  in  tal  punto  sarà  , com’  è nolo  , 

Y—y  ~ 

a riducendo  , e ponendo  apn/  per  jr''  , si  avrà 

^/=/(*+^)  («) 


progresso  deUe  rkercbe  del  Gergoone,  in  questo  caso  ed  In  altri  simili  rilevasi.  E 
siSstto  ripiego  improprio  alT  analisi  di  un  problema  , potrebbe  far  sospettare  , 
ebe  si  fosse  preso  per  /«pfoiouirs  eostruaioM  già  eouosnuto.  Ciò  renderi  per  ora 
ragioae  di  aver  noi  detto  nel  programma  , che  tuttavia  dosidcravasi  di  tal  proble- 
ma un'  adtguala  onaUlica  toluxioiu  , niuD'  altra  esistendone  diversa  da  questa  . E 
atari  perd  ancor  salda  f opinione  estrinsecata  dal  LhuiUer , per  la  soluzione  alge* 
brica  di  tal  problema  , da  noi  ripetuta  a pag.SÌ.,  che  , come  avverte  il  Gergoone 
in  eoochiudere  la  sua  preeente  fohizioiie  , gli  fu  principale  inceolivo  a fare 
aforto  onde  rieadre  in  tal  ricerca  col  metodo  deU*  coordinale.  Ma  pure  egli  avreb- 
be dovuto  ciò  dite  dopo  la  prima  volta  che  occuposseqe  , che  corrispoadeva  ap- 
punto all'  epoca  in  cui  il  Lhuilier  in  quel  modo  ti  espresse  ; ma  allora  egli  mede- 
timo  rigettava  tal  sua  aoluzione , per  fattrapreudeme  un'  altra  , o pMittosto  lavo- 
rando col  calcolo  io  altro  modo  da  pervenire  più  speditamente  alia  stetta  eoatru- 
atone  gii  ricavata  da  quella.  E Corse  tutto  questo  migfiorameuto . ottenuto  da  et- 
to . dopo  il  non  corto  periodo  di  beo  otto  anni , sarà  dovuto  all'  aver  evitato  di 
procedere  tir  eliminazione  tra  F equazkme  y*  ;=z  9^ , e F altra  ( A ) riiuUaroen- 
to  di  im  non  |)reve  calcolo , mediante  quel  ripiego  apalitlco  di  cui  ti  i accemnto 
aella  precedente  nota,  e che  al  Lhuilier  non  era  certamente  noto,  quando  espresse 
quella  sua  opinione.  A ci6  potrebbe  anche  aggii^nersi , ebo  mentre  il  tig.Gergon- 
M mostravasi  desideroao  della  Kduziooe  del  proMema  lo  quattone  per  un  poligo- 
no in  generale  , promettendo  d|  eatendere  a questo , ns  un  proetimo  articofò , lo 
stesso  proccdimeoto  tenuto  per  quello  del  triangolo , dò  non  ti  vide  però  aver  mai 
luogo  ; sebbene  una  costruzione  pe  avesse  presentita  0 Pbocelet , ebe  circdnva 
io  Francia  Gn  dal  181A  , ddU  quale  protneUevaoe  F analial , che  nè  pur  credo 
abbia  mai  data  : nè  alcun  altro  ebe  io  sappia  Goera  al  è fidato  <8  addentaiio  col 
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Supponiamo  in  secondo  luogo  che  si  Inlti  di  menare  alla  pa* 
rabola  una  tangente  per  un  punto  esteriore  {a,  b);  rapiMreseutan* 
do  per  x'  , jr'  le  coordinate  del  punto  di  contatto  , si  avri  per  de* 
lennioare  questo  punto  le  due  equazioni 

/’=api',  e i^'c=p(i'+a)  (a) 

delle  quali  la  prima  esprime  che  il  punto  di  contatto  è nella  cur* 
▼a  , mentre  la  seconda  esprime  clic  il  punto  ( a , 5 ) soddisfa  all’  e- 
quazione  ( i ) . Poiché  dunque  1’  equazione /'*  = apx'  è di  secon- 
do grado  , e 1'  altra  solamente  del  primo  , si  avranno  due  punti  di 
contatto  , e conseguentemente  due  tangenti  {ic' punti  (n  , 5 ) . 

T'iella  ricerca  di  questi  due  punti  di  contatto  , in  luogo  di  ri- 
cavare dalle  equazioni  ( a ) i due  sistemi  di  valori  , eh’  essi  som- 
niioistrano  per  x , / , rilorria  allo  stesso  , ed  c più  comodo  di  co- 
struire le  linee  esprimenti  queste  due  equazioni  . Poiché  dunque  la 
prima  é quella  della  nostra  stessa  parabola  , e che  l’altra  é solamen- 
te del  primo  grado  , dee  quest’  ultima  appartenersi  ad  una  retta  , che 

jiassa  pc’  punti  ore  le  due  tangenti  toccano  la  curva , cioè  a dire  che 

questa  retta  é la  polare  de’  punti  ( <z  , ( ) . 

/ Si  vede  dunque  da  ciò  , che  le  nostre  tre  rette  (C),  (C'),  (C") 

alla  costruzione  delle  quali  abbiamo  ridotto  il  problema , non  sono 
nitro  , che  le  polari  rispettive  de’  tre  ponti  P , P'  , P"  . 

Or  siccome  la  pnlare  *'  di  un  punto  dato  , nel  piano  di  una  se- 
zione conica  , può  costruirsi  con  la  sola  riga  , ne  segue  , che  noi 

possiamo  estendere  la  nostra  costruzione  ad  uiw  sezione  conica  qua- 
lunque : ed  ecco  a che  si  riduce  . 

metodo  delle  coordinate.  Ma  di  tutte  questo  cose  altrove  dovremo  ragionare 
più^  Mtosaniente  . 

La  teorica  detto  polari  di  cui  tanto  si  fa  uso  nella  moderna  analisi  pura  , è 
ovvia  nella  Geometria  sublime  antica  , o comprosa  nelle  istituzioni  di  questa  ( Si 
rieeoiUrino  le  Sesioni  Coniche  illuUnUe  dai  tìiannaUaeio  ) , ' 
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Cosraouon.  Sieno  tre  punti  P , P'  , P"  dati  nd  piano  di  una 
linea  di  second’  ordine  qualunque  ; supponiamo  die  a tratti  d’ ìscri* 
vere  nella  curva  un  triangolo  i cni  lati,  prolungati  se  bisogna  , passi- 
no respettivamenle  pe’  tre  punti  dati . 

Siene  S , S'  , S".i  tre  vertici  ignoti  , dovendo  P trovarsi  su 
di  S'S"  , F su  di  S"S , e P"  su  di  SS' . 

Sieoo  costruite  le  polari  de’  punti  P , P'  , P"  , c rapprescutl.-i- 
mole  respettivamenle  per  G , G'  , C"  ; C'  c G"  tagliandosi  in  E , 
C" c C in  E',  C e G'  in  E"  . Sieno  tirate  PE  , FE' , P"E"  , 
che  taglino  respetti vamente  G , G' , G"  in  B , B'  , B'  ; allora  la 
curva  sarà  tagliata  respettivemeote  inS  da  B'  B" , in  S'  da  B"B  , in 
S"  da  BB'. 

Dee  osservarsi , al  più  , ebe  ciascuna  di  queste  rette  taglierà  la 
curva  in  due  punti , e che  cosi  il  problema  avrà  due  soluiiooi . Dee 
osservarsi  ancora  , cmnc  l’abbiamo  già  fatto  più  sopra  , che  tutto  può 
ridurà  alla  costmzioDe  dei  punto  S , dal  quale  è facile  concbiuderne 
gli  altri  due  . È dunque  superfluo  di  determinare  il  punto  B , e con- 
seguentemente di  condurre  la  PE . 

OSSERVAZIONI. 

Dopo  aver  veduto  in  quanti  modi , e per  quanto  tempo  siesi 
tentata  la  soluzione  del  problema  del  Cramer  generalizzato , ed  esteso 
alle  curve  coniche , non  è fuor  di  proposito  osservare  , che  negli 
stessi  Annali  ec.  , vol.VIII.  ( dn.1818  ) , recasi  del  distinto  pro^ 
fessore  sig.  Dorrande  la  costruzione  di  un  problema  analogo  sulla 
sfera  , cosi  impropriamente  enunciato  : Iscrivere  in  un  cerchio  se- 
gnato sulla  superficie  di  una  sfera  un  triangolo  sferico,  i cui  Liti 
passino  per  tre  punti  dati  sulla  stessa  superficie , e poi^una  tal 
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costruzione  estoodesi  al  caso  generale  di  piè  punti  dati  sulla  superficie 
sferica.  Ma  di  quel  problctna  particolare  ne  aveva  già  esibita  la  costru« 
zinne  l’ Eulero,  nella  più  volto  citata  memoria  sul  problema  di  Pappa, 
sebbene  in  modo  poca  concepibile  : e del  generale  analogo  ne  fu  da 
noi  recata  la  soluzione  negli  Opuscoli  Matematici  della  Scuola  del 
/^ergo/a  pubblicati  uel  i8i  i , riducendolo  immediatamente  a quello 
dell'iscrizione  di  un  poligono  nel  cerchio,  ed  enunciandolo  nel  seguente 
modo:  Dato  un  cerchio  minore  in  un  emisfero  , dividerla  in  un 
dato  numero  di  archi,  sicché  condriti  i cerchi  massimi  per  g li  ,c- 
stremi  di  ciascheduno , passino  per  altrettanti  punti  dati  neUe  su- 
perficie di  esso  emisjero.  Nè  sappiamo  persuaderci , die  una  tale  50>! 
luzione  , ed  il  libro  ove  coutenevasi,  pubblicato  mentre  in  Napoli  tan-< 
ta  frequenza  vi  era  di  francesi ,' avesse  dovuto  , dopo  il  non  breve 
perìodo  di  otto  anni , ignorarsi  ancora  oltremonti  ; dove  parecchio 
copie  di  quel  libro  avevan  dovuto  pervenire  ; e se  non  altre  , alman- 
co le  da  noi  donale  a disliotì  soggetti  di  quella  nazione  , mentre 
ira  noi  dimoravano  . Procedendo  piè  innanzi  rendemmo  universale 
r enunciazione  , estendendola  a qualunque  solido  di  rivolozicme  , non 
escluso  il  cono  ed  il  cilindro  , assegnando  per  questi  i punti  dati 
nello  spazio . Dopo  tutto  ciò  conchiudevamo  dimandando  a*  coltivatori 
della  moderna  Geometria  analitica  , di  risolvere  e costruire  giusta 
i loro  metodi , e per  nostro  gradimento  i problemi  generali  di  co- 
teste  mirabili  iscrizioni  Ed  ora  che  il  presente  programma  ne 
|x>rge  più  propria  1’  occasione  , rinnoviamo  ad  essi  istantemente  le 
preghiere  di  occuparsi  di  queste  ricerche  , per  sempre  piè  raccoglier 
materia  pel  parallelo  , che  ci  abbiamo*  proposto  istituire  de'  melodi 
per  r invenzione  geometrica. 

Opusc.  III.  probi.  3 , e Concbiusiooe  degli  editori . 9-  , 
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NUM.  II. 

Solaùone  del  prof.  Malfitti  del  seguente 
PROBLEMA”. 

Iscrivere  in  un  triangolo  dato  tre  cerchi , che  si  tocchino  vi- 
tendevolmenle  , e ciascuno  tocchi  due  lati  del  triangolo . 

Sia  ABC  il  triangolo  proposto  , O il  contro  del  cerrhio  in  esso  'Jìg.  i. 
iscriltibìle  , ed  A',  B',  C'  rappresentino  i contatti  di  questo  co’  lati 
BC  , CA  , AB  ; le  conginngenti  Oi , OB  , OC  divideranno  per  me  - 
ti  gli  angoli  rispettivi  del  triangolo  ; e le  altre  OA',  OB',  OC'  sa* 
ranno  perpendicolari  a’ lati  di  esso.  Eld  essendo  i tre  angoli  delle  OA, 

OB  , OC  intorno  al  punto  O uguali  a quattro  retti  ; sarà  la  somma 
degli  altri  AOG',  COfi',  BOA',  uguale  a due  retti  : ed  h chiaro  in- 
oltre e^ere  AG'  la  tangente  dell’  angolo  AOC',  CB'  quella  dell  ango- 
lo COB' , e BA'  quella  delP  angolo  BOA'  . Or  l’  angolo  COB' 

= a reta  — (ang.  AOB'  -f-  ang.BOA'  ) : che  però  dinotando  con 
r >1  raggio  del  cerchio  , e ponendo  tang.AG'  = s , tang.CB'  = t , 
c tang.BA.'  s u , per  le  note  formolo  trigonometriche  si  avrà  1’  e- 
spressiooe  di 

f ’ ( s + t ) 

M s=  ^ s. 

st  — r* 

Conviene  intanto  dedurre  da  questa  espressione  alcune  coDse* 
scguenie  necessarie  per  le  calcolazioni  che  s^uiranno  . * 

Cosi  si  ha  da  essa 

1°.  stupir' {s  + t + u)  , -—sef+f  + M (i)  •» 

’*  Mem.  della  Socieli  Italiana  voi.  X anno  1803  pag.  S35. 

*>  Per  non  lasciare  sterili  le  cose  , ebo  qui  rechiamo  di  altri , eentinue- 
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II”.  Essendo 

Elevando  a quadralo  sarà 


si — r’ 


u =z 


r‘  s'  + ar*  sr  + r*  t* 


ist-r')' 

£ sì  avrà  poi 

r*f’  + ar<  jS  + r<S’ 

+ . {sl'^'J 

_ ( s't'  + r’  s’  + r*  f -t-  r*  ) 

(rt-r*)* 

r-  ( r-  4*’  ) ( r*  + t'  ) 

Ot-r-y  . 

£ quindi 

^ \ f — r 

0 sia 

(rt-r»)V(r-+u»)  ^ + xV(r’  + t>)  (O 

ni‘.  Si  ha  inoltre  dalla  ( i ) 

(st-r')u  (si—  r*  )•  »• 

s + 1 = .i r— i-  , ed  ( j + t ) ~ .4 

r r 

D'  onde 

j’+t’  = i j— ^ — — av- 


remo ad  andarvi  notando  alcoiic  opportune  riflessioni  e conaefoense  . E comin- 
ciando da  questa  prima  equaziooe  ottenuta  dal  UairatU,  nell'  analisi  del  suo  pro- 
blema , essa  dimostra , che  : /n  un  Irianjoio  oes  sta  iterino  il  eerthio  , U temipt- 
rimetro  d pionSe  t?  prodotto  deUt  tanfuiH  il  ttrthio  da!  Ire  ttriiei  , ditiio  pel  jua- 
dmio  dei  mjp'o  di  fuetto  . E ciò  conduce  a determinare  un  tal  raggio . 
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e qulodi 

(rt— r’)V*  . t't'u*  ittu' 

i*+f— .«’=' ax«— M*  ss  — T- 


r*  r*  r’ 

E smilmenU  si  avrebbero  le  altre  equazioni 

s't'u'  arf’u 


art  (3) 


s*+u’— r’=s  . . . . 

r+«’— r’=  . . . . 


; aru 

r*  r 

t't'u'  aiVu 


2lU 


Premessi  questi  risultamenti  trigonometrìci  , sieno  ora  X , Y , Z i 
centri  de  tre  cerchi  wcntti  nel  triangolo  con  le  condizioni  propoàte  , e 
P,  Q,  R i ponti  di  contatto  co’  lati  AB,  BC,  CA  ; pongasi  AP= w , 
BQ  = » , CR  s /> , ed  i raggi  XP , YQ  , ZR  si  dinotino  per  x , z 
respettivamente  ; risulterà  YN  ss  a “ ; 


Pongasi  la  Ungente  eonrané  de’  cerchi  do*  centri  X , Y , cioè  la 
PQ  =NY  = iV*y  = T 
r altra  de' cerchi  de'  eeotai  Z , Y , cioè  la 

R Q' . , . . = ì^yx  = T' 
e la  tersa  di  quelli  de'  ceofari  X , Z , cioè  la 

P'R'...  , =aV«!  = T" 


si  otterranno , moltiplieaiidoDe  due  ad  arbitrio , e diridendo  per  la  teru  , le  tre  e- 
quazioDi 


TT'' 


I ax 


rr 

■j>//  ^ V 


Cioè  : R dùuHXhro  di  eùueiHio  da'  Ir*  etrtki  da  Mcn'wm',  é quarto  proporzionale  in 
orUnt  alla  tangente  comune  degli  altri  due  ctnAi , limitata  Ira'  coniali  i , ed  a 
quelle  tienili  tra  etto  e ciaeeun  di  questi  . 

E moltipticando  tutte  tre  quelle  eqiuzioBi , o pur  le  poc'  anzi  ottenute  , 
rieulterè 

TrT"  sa  8:9'! 

Cioè  : Jl  parallelepipedo  di  qaeOe  Ire  tangenti  i quanlo  quello  de"  tn  diametri  jU 
cerchi  da  ùcriteni . 
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e però  i V*y  = * + * — « — » i 

e siiflilmente  2Vaw  = *-|-«  — m — p ( a.  I. 

e n—p  ) 

J^n  qiÀ  tanalisi  del  problema  procede  direttamente,  ed  è ora  che 
il  Malfatti  supprimendone  la  continuazione,  per  occultarne  il  pro- 
seguimento stentalo  e prolisso,  la  trasmuta  nel  seguente  teorema. 

Dilo  cim  con  su|i)K>n-t: 

2h  =«-|-I+u— r+V(i”  + <’)— Vt»-’  — (»•’+«’) 

si  verri  a soddisfare  alle  tre  pn'cedenli  equazioni  n.“  I. 

Per  verificare  con  tali  valori  la  prima  di  queste  , si  uuiscaoo  i va- 
lori di  m cd  n ; i isulterk 

m -f  n=  » + ( + M — r— V ( e* -j- “’ ) 
cd  t +«  — m — n = r — « + V(r'  + '*’) 

e cosi  pure  si  avrebbero 

, +„_„_p  = r— l + V(r‘-|-i>) 
t -f-u  — n— j>=r  — i-HV  " 

’’  Poacndo  in  una  qualunque  di  queste  tre  equazioni,  invece  de'  simboli  , le 
Tette  che  essi  rappresentano  , otterrassi  immediatamente , e senza  bisogno  di  altro 
apparecchio  , la  soguente  geometrica  conversione  : 

Kel  trinngoto  ABC  *tf  no  i#cnf/i  tre  ctrrhi  cht  ri  tocchino  Ire  loro,  e eiaicvno 
con  due  lati  del  triangolo  ; la  tangente  intermedia  tra  due  contatti  di  querii  archi 
con  HN  lato  del  triangolo , sarà  uguale  al  raggio  del  cerchio  iecriltiUlc  nel  triango- 
lo , iniieme  con  la  congiugnente  il  centro  di  guato  col  vortice  doli  angolo  opposto  a 
quel  lato  , meno  la  tangente  di  un  lai  cerchio  che  gli  corrieponde  dal  terliee  i letto  . 
E perù  , supposto  essere  C uii  tal  vertice  , te  questa  congiugnente  CO  ti  proluii- 
ghi  fino  ad  incontrare  la  rirconfcrenza  del  cerchio  iscritto  nel  triangolo  in  C"  , o 
descrìvasi  col  centro  C , intervallo  CA'  Parco  circolare  A'C'"  , che  interseghi 
CC",  in  C'";  sarà  C"c'”  uguale  a PQ.  E la  stessa  costruzione  avrà  hiogo  per 
le  tangenti  esterne  RQ' . P'R'. 

li  Malfatti  passò  per  sopra  a questo  teorema,  che  preseulavagli  intuiUvamento 
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Or  ne’  Taiori  mei  n ponendo  in  luogo  di  s -f*  l-i-u  I'  eqairalcutc 
, e fallo  per  economia  di  calcolo  1ÌÌL— A,  V(r*+r’)=S, 

V (r’  + <•)  = T , V ('■’  » ** 

8»  = A — V-f-  8 — T 
a»  =A  — V — (9  — T) 


Le  quali  equaxioni  molliplicate  l' una  per  P allra  , daranno 


= ( A— V]  • — (S— T)‘  3=  A’+V  — S'  — T’  — 2AV  + 2ST 
ove  i primi  quattro  termini  costituiscono  la  parte  raaionale  dell’  e- 
quaxione  , e gli  altri  due  1*  irrazionale  . 

Rimessi  pertanto  nella  prima  i valori  di  A , V , S , T , si  ot- 

tenà 


A-  + V — S* 


$*  t'  B* 

SrtB 

■ r* 

r 

^ l • T*  1 

$'  I*  B* 

SrfB 

s’  P b’  , 2iIb' 

r* 

""  r* 

r*  ' f* 

+ 2il 


s=  ^ (— aar  + 2a’  +2r‘  ) 


ciascuna  di  quelle  tre  sue  equazioni , sebbene  dal  prosequimeoto  del  calcolo  veg* 
gasi  rigorosamente  da  Ini  dimoitrato , mirando  a giugnere  allo  scopo  suo  principa- 
le della  costruzione  elegantissima , eh'  e^i  già  teneva  del  problema  io  quistione. 

Or  ammessa  un  tal  teorema , ecco  io  qual  modo  elegante  potrà  ottenersi  la 
soluzione  del  problema  del  Mairalti . 

Essendo  Tq*  = NV’  =^Y*  — NX'  — ^X-Qy’  = 

kPX  X QY  : e similmente  RQ"  = bZR  x Y*Q' , sarà  PQ’  : Q^*  ::  PX  aZR  : 
a ponendo  per  PQ  e Q'R  le  loro  uguali  C'"C"  ed  A"' A";  sarà  c''"c"*:A"''A"* 
::  PX  : ZR  , e però  sari  data  la  ragione  di  PX  : RZ  ; ma  i pur  dato  U loro  ret- 
tangolo . come  uguale  al  quadrato  di  B"B"' . Adunque  uraimo  dati  I raggi 
PX  , ZB  , £d  io  mo^  analogo  si  determaierà  anche  quello  YQ  dei  terzo  cerchio . 
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Rimettendo  poi  nella  seconda  , ossia  nella  porte  irrazionale  i 
valori  A , V , S , T si  ha 

"“C  + + a Vr*  +x*  X \/r'  + t' 

/—  ajf«  . ^ , , , ( — r-  ) V V*  4-  II* 

= (-;r-+  + u- .+  » p 

e= 

c quindi  dall'  equazione  ( A ) si  ricava 
= — . aw  + an>  + ar*  +(  — an  + ar)  V»-+a^r—«+V» •-»-«)■ 
Intanto  si  ha 


Jt 


s : r \i  m : X sz 


t:r..n  • 


A'C  : C'O  i:  AP  : PX 
B'C:  C'O  ::  BQ;QX  | 

Si  avrà  dunque  = . 

E perciò  4*/  = (r  — u + Vr’+n*)’ 

D onde  a V =r —u  + Ve' + 

E cosi  prosegue  a verificar  le  altre. 


E ne’  simboli 

■ ifr’nw 

7i 


s 

m 


Tralasciamo  di  qui  recar  la  costruùone  semplicissima  del 
problema , potendo  ognuno  ravvisarla  da  se  medesimo , in  conse- 
guenza dell  analisi , 
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C5 


Soluzione  del  problema  precedente  fatta  da’  compila- 
tori degli  Annali  delle  Matematiche  {indie,  a pag.é^i). 

Sieoo  A , B , C i Tertià  del  U-kagolo  dato  , c , c',  c"  i lati 
spettivameole  opposti , X , Y , Z i ccotrì  de’  cerchi  opposti  1’  un 
r altro  a qne’  iati , ed  r , r'  , r"  esprimauo  i raggi  rispettivi  di  que* 

8ti  cerchi  : e sieno  adottate  le  abbreviazioni  seguenti  : 

c + c'  + c"  ar  ' 

Sarà  R U raggio  de!  cerchio  iscrìttibile  nel  triangolo  ” ,d,eP,d* 
saranno  le  distanze  rìspettive  del  centro  di  questo  da  punti  A , B , ' 
C , e p ,p'  ,p"  , saranno  le  distanze  rispettive  de'  medeùmi  pun- 
ti da  quelli  di  contatto  di  questo  cercltio  co’  lati  del  triangolo , o 
eh’  h lo  stesso  i raggi  de*  cerchi , che  avendo  per  centri  i punti 
A , B , C si  toccherebbero  due  a due  . Finalmente  si  dedurranno 
dalle  equazioni  quaoù  recate  le  relazioni  seguoiti 

//p"{f  ee  fl*e'e" 
p p'  p"  =»  t p p"df‘  s=  /t*e  e'^ 

p p' i'*  R'e  d 

’*  Ved.  not,  nani.  90. 


t — t t=.  p 
s — tf  ’szp' 
r — c " = p" 

dc"p  lasd' 
ce"p'  emid'* 
e ey'  = id"» 
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p a'iì"  = ^cd 
« ccc"  = s d J'd"  p'  d d"  = Bc'dT 

p"dd'  ^Rc"d" 

Ciò  posto , sicoo  abbassate  i]a  X , Y , su  c"  ìe  perpendicolari 
XP  = r , YQ  = r',  ed  unita  XY  si  conduca  per  Y_la  YN  paratteb 
a c"  , che  incontri  XP  in  M ; sarà 

YN  = c"  — AP  — BQ  = C»-  — = * V"'  • 

Ma  si  ha 


AP  = r cot.  — A c=  r \ f 

■1  \ pp 

BQ  = r'  col.  -^rB  = r'\f 

V pp" 

Sostituendo  dunque  si  avrà 


R 


R 


|.y=>Vrr' 

Liberando  da’  denominatori  , trasponendo  , e formando  k equazio- 
ni analoghe  , verrà  in  fine 

pT-\-oRyJri'  -fp'r'e=Re" 
p r + aR  Vr/'  p"r"=  R d 
pV  + aRVr'  r"+  p"/'c=  R e 
che  sono  le  equazioni  al  problema 
■ Se  pongasi  / = rx'‘  r'  = rx"' 
queste  tre  equazioni  diverranno 

r{p  + aRx'  4-p'  y ) = R c" 
r{p  + sRx"  -pp'V'-)  = Rc' 
r ( p'  y -l-  aRx'  x"^p"x''')  = R c , 


Re 


l'ultima  dà  . 

p'x->  + aR  l'x"  -Pp"x"* 

Sostituendo  questo  valore  nelle  due  prime  , e liberando  da’  de- 
nominatori I esse  diverranno 
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(A'  ) c 0»+aR*'  -Yp'  x''  ) 0=  c'V'*'’+»R*'*"  +/»"*"') 

( 4"  ) e (/>+aIU''  +p"x"‘)  =a  c'  (p'x''  + aRa'x"  +y>"x">) 

Non  t’  ha  dunque  altro  a Ciré  , die  ricavare  da  queste  due  e- 
qua  zioni  i valori  di  x' , x”  , per  aostituirli  in  quello  di  r . 

Se  moltiplichisi  I'  equazione  ( A')  per  -,  e l’ equazione  (A'') 

c'p  D* 

per  — — , sviluppando  tutte  due  , mettendo  per  p p'p'-'  il  suo  va- 
lore R'  ; , ed  osservando  che  $i  ha 

i(c  — c")=  e(x  — c")  — c"{s  — c)  t=  cp"—c"p 
r(c  — c'  ) = c(s  — c'  ) — c'  ( s — e)  ss  c p'  — c'p~ 


c 


^ f* 
c c p 


rsse  diverranoo 


+ /vo)*  - (Rx'  -hp))*  = 0 
(.l(Rx"+  p'  x'  )y  - ^(d'  (Rx"+P)^-  = o 


c potranno  esser  messe  sotto  quest'  altra  forma 

(Rx'  -p;i"x")+d"(Rx’  ^d(Rx'  +/>"x")-d"(R^'  -Ì-P))=* 

(d  (Rx»4p'  x'  )+d'  (Rx"+p))  (Rx"-!-/''))  = o 

GsmbiDando  in  tutte  le  maniere  possibili  un  fattore  della  pri- 
ma con  uno  della  seconda  , si  otterranno  quattro  solnziooi  del  pro- 
blema. Si  può  al  piò  osservare  , die  la  difierenza  tra  i primi  ed  i se- 
condi fottori  si  aggira  solamente  su  i segni  di  eP  , d'' . 

Se  dimandisi  che  i cerdii  cercati  si  toediino  esteriormente,  e sieno 
tutti  e tre  interiori  al  triangolo  dato,  si  potrà  togliere  l’ incertezza  nella 
scelta  dei  fattori , per  la  considerazione  di  un  caso  particolare  cstrcaia- 
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nenie  icioplice  : questo  ^ quello  io  cui  gli  angoli  B , C sono  lutti  due 
retti”;  si  ha  allora  R=s  p'ss  p"ss-jC,  d’ssd"sa^\/3,  p .=</=  « 
ed  x'  s x";  in  consegucnia  le  due  equazioni  dieeogooo  ugualmenla 

(a*'-|-V*)  (sj*’— V*)®*o 

e come  in  questo  caso  dee  arerai  erideutcqicnte  x'  -^\^a  , ri-< 

sulla  che  sono  allora  i secondi  feltori  che  bisogna  prendere. 

Rigettando  dunque  i primi  fiittorì , si  arrà  per  determinare  x\  x"* 
le  due  equattooi 

d(R.r'  +p'V0  = d"(B*'  4/») 
d(Rx''+p'x')  = d'(IU"+p) 

le  quali  danno 

* 77C:(5r7pi3^ 

^(d—A'‘)H-p'dJ"  __  I ^ 

* {d~d'Xd—H'')R'—p'p"^  * R c't"~~(d—d') 

£ ricordando  die  sì  ha 

pp'd"’  = R’cc' , pp^d"  zx  R'fc"  > p<td"  = Rc</ 


” La  presente  supposixiooe  non  è gU  <nt  rato  particahrt  $»imnamfnit  $em~. 
plict  del  problema  nel  modo  come  è stato  proposto  ; sarebbe  al  contrario  questo 
un  «aso  particolare  di  essa  geoeralmeote  enuoziata  eosl  : doti  trs  i*tu  comm  i 
qui  in  un  pùnto  ; deierircrt  In  cmAi  < fupU  ri  toecMno  fra  loro , t eiaseuno  t«o- 
cAi  ancor  due  di  quelle  tu  rtUi  : ma  allora  la  tolusioae  non  dovcra  procedere 
partendo  dalla  natura  del  triangolo  , come  nel  presenta  caso  si  è fatto . E la  sup- 
posizione di  sopra  accennala  sarebbe  un  peccato  in  Geometria , dt  quelli  contro 
cui  merito  ndamant  Euelidei  il  tote  Eurltdoorum  icAsl#'.  alla  quale  , lenza  ar- 
rossirne , protestiamo  rispetto  ed  addizione , 
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si  cODcbiuderà 


p'x*‘ 


aRx'a"- 


pc  - ^ ^ 

^c'c"— (<i— d')  (d— d")^ 
ad  ^c"-(d-d')  e'~^d~d"  )) 

/**■  X— ^ 

d(d-d')  (d-d"n 

,«^c'-<d-d'o)’ 

^ ■■■  I ■"  ^ 

(c'«"-(d-d'X</-J"))’ 


Sostìtaendo  GoalmeDte  nd  valore  trovato  precedentemente  jier 
ti  avrà 


^cv'-(d-d')  (d-d"  ) y 

^/'-^d^)y  + ad^c"-(d_d"))(c'-(d-.d"))  +/  ^c'-(d-d")) 


L'  Mpretitnno  <lel  rtj)8>a  r ne'fimboli  del  Gergonne  . e arcofido  la  aolù- 
jiom  del  MalhlU  è )a  acgueote  templicisslma 

+ d — R— «f  — d"). 

E qoesta  »rbl>efic  dpi>tM  ceaen  identka  alta  qui  topr*  trovata , pme  le  A inoatn 
incomunicante  , cooie  io  ateaio  Gerfpwne  ha  notato  ; il  rbe  dop  attribuirai  al  ti- 
atama  di  ricerca  da  coatui  adottato . Nè  tampoco , dopo  aver  cunoeriuu  queaU  . 
riescigli  di  avvertire  il  mexxo  di  tidurveta  ; che  allrimmti  la  sua  roluziooe  lo 
avrcblie  condotto  alla  atcaaa  elegante  coalruùone  del  MalLilll . egli  avrebbe 
dovuto  vedersi  costretto  a contentarsi  di  una  soluzione  aritmetica . 
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Considerazioni  generati 

KUM.  IV. 


Verifica  de’  compilatori  degli  Annali  delle  Mate- 
matiche del  teorema  assunto  dal  Malfatti  ( indie,  a /i.43) 

Prima  di  venire  ali'  oggetto  , bisogna  stabilire  tra  i dali  del  |iro- 
blcma  delle  equazioni  di  relazione  proprie  a semplilìcarc  il  calcolo. 

Si  ha  c -f  c'  + c"  = ar 

5 — c'  =z  p'  ( Veggasi  la  loro  soluzione 
s — c"  =:  p"  S 

sommando  queste  equazioni  , e riduccudo  viene 
c=p'^p'' 

d'  onde  c'  o c ( r — p ) = p'’  -j-  ap'p''  + p"’  • 

c moltiplicando  per  p , c ponendo  per  p p'p"  il  suo  vabru  R’r 
.psc  = aR’i  + cp’  + pp'*  -f  pp'f'  ' 

Mettendo  per  s nel  secondo  membro  il  suo  valore  c + p , viene 
psc  = aR’c  + aR’p  + cp'  + pp''  + pp"’ 

Ma  si  ha 

p'=d'—'R'  , p"  = z/'’  — R’  , p"'  z=d"'  — R' 

sostituendo  dunque  e riduccudo  verrà 

psc  = cR’  + C(P  -f  pd''  + pd"‘ 
cd  aggiugneudo  a quest’ ultima  equazione  l’altra 
o = aRt-rf—  apd'd"~ 

r equazìoue  risultante  potrà  esser  posta  sotto  questa  forma 

prc  = <R  + zO’  + p((f  — d")' 

Ponendovi  per  c il  suo  valore  s — p , essa  diverrà 

p + ( R + )’  ~(rf<  - rr  )•)  = r ((  R+  r/)’  + p>) 
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Aggiugncndo  a quest’  equazione  l’ identica 

— ops  ( R + </  ) = — isp  ( R + </  ) 

!’  equazione  risultante  potrà  esser  posta  sotto  questa  ^ma 

p((s-K-dy-(if-d'y)=s(^  + d-  py 

£ come  in  tutte  queste  fonuole  si  può  a piacere  commutare  gli 
accenti  , si  avrà 

(A  ) p^(,_R_rf  y-(d-d"y'^=s(i{+d  -py 

) p'^^s  — R — iry  — ^d"  — d)'^=  f ( R + d'~ p>y 

( A"  ) — h — d"y  — (d--d'  )’^=  s ( R + 

Ciò  posto  , si  ò veduto  , die  le  equazioni  del  problema  sono 

(B  ) p'r'  + aRV^^+ZV'rsRc 

( B'  ) P"‘'"  + aR  y r'V  + pr  = Re' 

( B"  ) pr  + 2 Ry7/~  + p'r'  = Re" 

e SI  tratta  provare  che  vi  sì  soddisfa  ponendo 
( C ) ap'  r = R ( r — R + _ rf'  — 

( C'  ) ap'  r'  = R ( r — R + rf'  _ ,P'_  d ) 

( C"  ) ap"r"=  R ( f — R + d"—  d — d' ) 

Per  ciò  sieoo  da  prima  sommate  due  a due  le  equazioni  (CjC'jC",) 

si  avrà  dividendo  per  a 

(D  ) p'r'  +p'V' = R(v_R_rf  ) 

( D'  ) p"f"  ^p  r =R(j  — R — rP) 

(D")  pr  +p'r'  = R(r  — R — r/") 

“ Protestiamo  di  non  aver  voluto  per  nulla  alterare  le  espressioni  cd  i passaggi 
analitici  de'  compilatori  , nello  loro  cose  , che  da  noi  rccansi . 
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Moltiplicando  le  stesse  equaaioni  due  a due  verri 
(E  ) 4/,'pVr"=  R’((r  — R — rf)*  — (rf-  — 

( E'  ) 4 p”p  r"r  s=  R’  — R — rf’)*  - (d"^  d 

( E"  ) 4 p p'rr'  = R’^(^  — R — d")'  — (rf-—  d'  )•) 

Molti|)lirando  rispcttivatiiente  queste  altime  rquailotii  [wr  p,  p',  p"  , 
e cangiando  p p'  p"  in  R’j  , viene 

( F ) 4 R*  f r'  r"=  R>  — R — d )*  — (rf  — d")'"^ 

( F'  ) 4 R*  j r'V  = R>'  — R — ^ _ (r/"—  d 

( F"  ) 4 R’  J r r'  = R>"((J  — R — cf"  )•  — (r/  — ^ )■) 

G)mparandole  eoa  le  equazioni  ( A , A'  , A"  ) , e dividendo 
per  s , esse  divengono 

( G ) 4 RV  r"  = R'(  R + rf  — p )• 

( G'  ) 4 R>"r  = R'(  R + rf'  — p'  )* 

( G"  ) 4 RV  r'  = R-(R+d"—  p"  y 

donde  estraendo  le  radici  si  deducono  le  altre 

( H ) aRV^  = R(R  + rf  ~p  ) 

( H'  ) a RVr'V  = R ( R + _ p'  ) 

( H"  ) a Ryjr  r'  = R ( R + rf"  —p") 

le  quali  sommate  respettivamente  alle  equazioni  ( D , D'  , D''  ) 

danno 

p'  r'  + aR\/r^  r"  + pV'  = R (r  — p ) t=  Re 
p"r"+  aRVr'V  + pr  = R (r  — p'  ) = R«' 
pr  + aRV'"'’  + P '^  ~ R — F Ó ~ 

che  SODO  le  equiiZioni  al  problema. 
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NUM.  V. 

Ricerche  del  sig.  Tédenat  sulla  soluzione  del  prof. 
Malfatti  del  problema  de’tre  cerchi  da  iscriversi  in  un  tri- 
angolo ( indie,  a pag,  ) 

Secondo  Malfatti  , se  R sia  il  raggio  del  cerchio  iscritto  nei  tri- 
angolo , p ^ p'  , p"  le  distanze  de’  suoi  vertici  da’  punti  ove  questo 
cerchio  tocca  i suoi  lati  ; d y tf  , d"  \e  distanze  di  questi  stessi  ver- 
tici dal  centro  di  un  tal  cerchio  ; r , r'  , r"  i raggi  de’  tre  cerchi 
iscrìtti , di  maniera  che  ciascuno  tocchi  i due  altri , e due  lati  del 
triangolo  , dee  aversi 

a;»  r =R(  X— R + d — — d")  H 

apV  =R(  X — R + <r  — rf"  — d ) J (A) 

V>'V'=R(  X — R + d"  — d — cf)  J 

sonomando  queste  equazioni  due  a due  , e supprimendo  il  £iUore  a 
nelle  equazioni  risultanti  , viene 

p r +p'  r'  =R(x  — R — d") 
pV  p'V'ca  R ( X — R — d ) 
p"t".\.p  r c=R(x— R— d') 

Ma  e , c* , c"  essendo  i lati  del  trìangeJo  , si  han  pure  le  equazioni 

p r -p  aR  Ve  d p’  d = Re" 
p’  d -I-  aR  \ì77'  + p"  r"  = Re 
p"r"  -p  aR  Sr"  “ •+•  p r =:  Re' 

'•  T«gg.  Il  a.  IV. 


. / 
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Sol  traendo  da  ciascuna  di  queste  la  sua  corrtspondenlo  tra  le 
equazioni  ( B ) , dividendo  per  R i due  membri  delle  equazioni  r‘- 
sulfaiiti , ricordando  , che  s — c , s — c',  s — c"  sono  respcttiva- 
mcnte  eguali  a p , p' , p"  , ottiensi 

»V~'  = V 

9 Vr^'  = à +R-P  > (D) 

t=  d'  + R—/  ) 

Ciò  posto  sieno  A^C  il  triangolo  di  cui  si  tratta , 0 il  centro 
del  cerchio  iscritto , A' , B' , C'  i punti  di  contatto  di  questo  cer- 
ihio  co’ suoi  laU  , B'A'"C',  A'B'X',  A'  C'"  B'  gli  archi  de-^ 
scrìtti  da’  vertici  come  centri  , e con  le  loro  rispettive  distanze  de’ 
punti  B'  , C' , A'  per  raggi  . Sieno  inoltre  X , Y , Z , i centri  de’ 
cerchi  i cui  raggi  rispettivi  sono  r , r',  f'\  e sieno  P , P'  ; Q , QK; 
R , R'  i punti  di  contatto  di  questi  cerchi  co’  lati  del  triangolo  . 
Sieno  Coaimcntc  K'\  B'',  C"  i punti  ove  AO  , BO  , CO  prolunga* 
tc  al  di  là  del  punto  O incontrino  la  circonferenza  del  cerchio  iscritto. 

£ stato  già  ditnostrato  , ed  è facile  assicurarsene  immed  iatamen^ 
le , che 

u r / s PQ  \ 

9 = RQ'  / { E ) 

a = P'Rc  ) 

0.1  un’ alti'a  parte  c facile  vedere,  che 

d -f  R— =AO  + OA"  — AB' = A"'A"  1 

,r  + R— p'=BO+ OB"— BA's=B'"B"  \ (F; 
d"  + R — /'=:  CO  + OC"  — CA'  = C"'C"  ) 
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Donde  segue  , che  le  equazioni  (D)  riducami  a queste 
P Q =a  C'"  C" 

RQ'=  A."'A” 
fi'P'  a=  B'"  B" 

le  quali  presentano  un  teMcoia  rimarchevolissimo. 

Poniamo  per  abbreviare 


h'"k"  = d +R_pe=a  ì f aV7v  = a ) 

B'"  B"  = J'  + R — p'  sa  o'  ; d'onde  J 3 V r"'’  = a'  / ( ® ) 

C"'C"  =«i"  + R — p"=i."  ) (:i\rrP  = a"  J 

Prendendo  il  prodotto  di  queste  ultime  equazioni  si  ha 
2 r . a r* . a r"  = aa’a" 

cioè  ; Il  parallelepipedo  formato  da’  tre  diametri  de'  tre  cerchi 
cercati  è uguale  al  parallelepipedo  formato  dalle  tre  note  lun- 
ghezze BQ' , R'P' , PQ'^  . 

Se  al  contrario  dividasi  successivamente  per  ciascuna  delie  e* 
quazioni  ( H ) il  prodotto  delle  altre  due  , verrà 

r=—  , r'  = -f4-  , r"  = -^  (K) 

aa  ’ aa  * aa  ' 

valori  incomparabilmente  più  semplici , e forse  altrettanto  beili  a co* 

struirsi  di  quelli  del  Malbtti  ; poiché  le  lunghezze  a , a' , a"  sono 

date  immediatamente  dalla  costruzione  della  figura  ’*  . 


Ona  tal  vertti  è perfettamente  oziosa  per  la  soluzione  del  problema  In 
quistione  . 

’*  Tutto  r artifizio  produconte  questa  incomparabile  semplicità  consiste  , 
in  un'  abbreviazione  simbolica  di  somme  e sottrazioni  di  quantità  , che  per 
r elléttÌTa  costruzione  bisognerebbe  poi  sempre  eseguire  ; e però  senza  il  fcr- 
n concediamo  voleotieri  al  sig.  Tédeoat , che  esse  sieoo  altrettanto  facili  a co* 
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S«  suppODgaiui  ammesse  le  equuioni  ( G ) , o eh’  è lo  stesso  le  e'< 
quaiioni  ( D ) -,  le  eqnatiooi  ( C ) del  problema  diverranno  le  ( B ) : 
e sotlraeiido  successivamente  ciascuna  di  queste  ultime  dalla  somma 
delle  altre  due  , se  ne  dedurranno  le  forraole  ( A ) del  Malfatti.  Qutu< 
di  il  problema  non  sarà  per  tal  modo  che  di  primo  grado  . 

struifsi,  che  le  espressioni  del  MsUatti , Sotamente  avremmo  ragione  di  richieder* 
gli  , perchè  tanto  calcolo  per  ritornare  a quello  stesso  , che  noi  abbiamo  mostra* 
lo  rilevarsi  evidentemente  dalle  forinole  del  Malfatti , dalle  quali  egli  parte  per 
pervenire  a queste  altre  da  lui  adottate  . Sicché  a noi  pare  che  le  sue  ricerclie 
nulla  abbiano  aggiunto , che  potesse  contribuire  ad  una  diretta  solusione  del  pro- 
blema : nè  il  teorema  compreso  in  questo  formole , c da  noi  enunciato  nella  no- 
ia 32  alla  soluzione  del  Malfatti  può  considerarsi  altrimenti , che  come  una  tra- 
sformaziooe  della  quistinne  proposta  in  altra  egualmente  dilDcile  : nè  esso  pur 
dovrebbesi  al  sig.  Tédcnat  attribuire , ritrovandosi  simbolicamente  con  chia- 
rezza espresso  nella  soluzione  del  Malfatti , e dal  medesimo  dimostrato  . 

Mi  spiaco  doverlo  dire  , che  questa  conseguenza  , che  spesso  trovo  ripe- 
tuta nelle  soluzioni  di  problemi  geometrici  eseguite  con  l' analisi  algebrica  pu- 
ra , sia  aflàtto  erronea  , e mostri  quanto  poco  sieai , da  coloro  che  cosi  ragiona- 
no meditato  sulla  natura  de'  problomi , eh'  è indeatruttibile  dalle  algebriche  e- 
voluzioni . Il  problema  è di  secondo  grado  , e tale  il  dimostra  nelle  formole  del 
Matfatti  Q radicale  quadratico  che  vi  è compreso  ; tale  le  soluzioni  geometriche  di 
naso  date  : nè  certamente  la  tua  natura  vien  distrutta  dalf  arbitrio  dell'  analista  , 
che  vi  considera  per  queste  un  solo  segno,  e ne  elude  la  forma  radicale  per  mezzo 
di  algebriche  trasformazioni.  Secondo  costoro  sarebbe  più  ragionevole  disprezzam 
le  radici  immaginarie  ; e però  il  problema  della  duplicazione  del  cubo  rìsulterebbo 
del  primo  grado  : ed  easi  avrebbero  per  tal  modo  fatta  finalmente  la  cauaa  de'  du> 
ftieatori.  E ricordiamo  ancora  ad  essi,  che  il  Newton  , nel  ridurre  la  costruzio- 
ne del  problema  del  cerchio  che  ne  toccasse  tre  altri , all'  intersezione  di  due  rot- 
te , non  però  disse,  che  tal  problema  erasi  abbassato  al  primo  grado  : ed  il  nastro 
Forgola , eh’  ora  saggio  ed  avveduto , pria  di  esibire  lè  soluzioni  di  un  gran  nu- 
mero di  proMcmi  solidi , jpersolidi , e trascendenti  a guisa  di  pùnti , mostran- 
do col  fallo  il  ronvenevolo  uso,  che  può  farsi  de'hioghi  alia  linea  ed  alla  superficie 
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Si  vede  dunque  quanto  la  soluzione  di  questo  problema  direrrebbe 
fiicile,  se  si  potesse  dimostrare  a priori  , che  le  rette  A'"A"  , B"'B"  , 
C'"C"  sieno  respellivamente  uguali  alle  rette  RQ'  , R'P',  PQ  , o 
semplicemente  che  RQ'  = A"'A"  ; cd  è iii  questo  punto  capitale 
che  io  ho  creduto  dover  richiamare  l’ attenzione  de’  vostri  lettori 
Si  potrebbe  pervenire  ad  assicurarsi  dell’  esattezza  de’ valori,  che 
bo  assegnati  ad  r,  r'  , r"  , ponendo 

=»  X"  ( R + d"  _ p’>) 

X ( R + d — p ) 

X'  ( R + d — p') 

e provando  con  la  sosliluiione  nelle  equazioni  del  problenaa , che  d«b> 
basi  avere  X = X'  s=  X"  = i .Ha  oltre  che  questa  verità  non  può 
rendersi  evidente  che  con  un  calcolo  assai  prolisse  , rìmairebbe  sem- 
pre a sapere  ciò  che  ha  potuto  condurre  a stabilire  le  equazioni  di  qui 
sopra  , in  modo  che  non  ferebbe  che  riprodurre  , sotto  altra  lòrma 
U stessa  verifica  da  voi  presentata  ueila  vostra  raccolta. 

Io  non  aggiungerò  , che  una  parola  : dopo  i valori  qui  sopra 
assegnati  ad  r , r' , r"  , si  ha 


r^  «•  r" 


ma  nella  vostra  verifica  avete  latto 

r^  « rx"  , r"  = rx"’ 

fa  «iegantemente  risotverli , maoifedimeate  si  espresse  dicendo  , che  que'  pro- 
btemi  nuda  ptrimio  di  lor  aatwa  , ritotesoanh  a pwsa  di  prMttM  piani.  (Teg. 
r iotroduxioae  alT  tptue.  IX.  dilla  Xaeeolla  di  tua  Scuola  ) . 

li  dg.  Tédenat  dirìgeva  . come  si  è detto  , queste  sue  ricerche  a'  compila- 
tori degli  dnaali  dtlU  Matemalichc  . 
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dunque 

^ _ **  R — p R 4-  </  — p 

«'  " R + <f  — p'  ’ ~ a"  “-R  + 

ciò  che  dà 


..  _ R + </"_j^ 

X"  “ R + 

Ma  in  vista  de’  valori  che  voi  avete  trovati  per  x',  x"  nel  luogo 
accennato  , à ha 

x'  _ d"  _ c''—dJf^ 

x"  ~ d'  c'  — d-\-d" 

dunque 

rf+  rf"  )(  R + p")  = d"{c"—  d-\-d^{K-\-d'  ^p') 

£ permutando  convenevolmente  gli  apici , si  avran  dunque  fra  i 
dati  del  problema  le  relazioni  seguenti 

f/  ( c — d"-\-d’  ) (R+  J — p')=d'{  <f—  d'\d  ) ( R + rf  _p  ) 
d>  (c"—  +rf")  (R+  d"—p")=  d"(c"^  d +d>)  (R  + d'—p'  ) 

d"'  {c"—  + d ) {R+  d — p )=d  (c  — rf'+rf")  (R  + rf''_p") 

relazioni , che  debbono  esser  facili  a verificare- 
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Ricerche  sullo  stesso  problema  <Jel  prof.  Lechmiitz 
di  Berlino  ( indie,  a pug.  44*  ) 


Sieoo  A , B , C i tre  rertici  di  un  triaogolo  qualunque  , sia  0 
il  centro  del  cerchio  iscritto  , il  cui  raggio  noi  prcodiamo  per  unità. 

Da  questo  centro  sieoo  abbassate  respettivamente  su  i lati  BC  , 
CA  , AB  le  perpendicolari  OA'  = OB'  = 0(y  = i , e sieno  dì  piu 
menate  dall’  istcsso  punto  a’  vertici  le  rette  OA  , OB  , OC  . 

Si  facciano 

ang.  AOB'  ~ ang.  AOC'  = « 
ang.  BO  C'  = ang.  BOA'  ~ ^ 
ang,  CQA'  = ang.  COB'  = y 

Avremo 

AB'  = AC'  — tang.gi  , OA  3 tee.  « 

bC'  — BA'  =:  tang.^  , OB  c=  tee.  /S 

CA'  = CB'  = tang.y  , OC  = tee.  y 


Di  più  , poiché  a»  + + ay  equivale  a 4 angoli  retti  avremo 

tang.y  — — tane.  ( * 4-  /3  ) = — * 'h  P 

i — tang.  » tang.^ 

c liberando  dal  denominatore  , ed  ordinando 

tang.»  ta/ig.p  q.  tang.y  = tang.». long. tang.y. 
Trattandosi  dunque  d’iscrivere  io  uu  triangolo  tre  cerchi  tali, 
che  ciascun  di  essi  tocchi  i due  altri  , ed  i lati  del  triangolo  , è chia- 
ro , che  i centri  di  questi  cerchi  dovranno  trovarsi  sulle  rette  OA  , 
OB  , OC  , che  bisecano  i suoi  angoli  . Sieuo  respcltivemcute  X , 
A , Z questi  centri  , ed  x ,j'  , z i raggi , che  vi  corrispondono  . 
Se  projcttiiisi  ortogoual mente  i centri  X , Y sul  luto  AB  = 


So 
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AC'-|>  SC'  = tang.»  + tang.fi  , le  loro  projezioui  divideranoo  que- 
sto lato  in  tre  segmenti  ; di  cui  gli  estremi  saranno  evidentenKote 
X tang.tt  I jr  tang.fi.  Quanto  al  segmento  medio  , egli  non  sarà  al- 
tra cosa  die  la  projeziooe  della  distanza  de'  centri  XY  =:x  + y , 
e sarà  conseguentemente 

(*+/)'  —(*—/)■  ssaV^TT" 

Eguagliando  dunque  la  somma  di  queste  tre  parti  alia  prima  e- 
spressìone  dd  iato  AB  , si  avrà 

X lang.x  a ^~xy  -\-y  tang.fi  za  tang.  a -}-  lang.fi 

La  considerazione  de’  due  altri  lati  darà  equazioni  analoghe  \ 
di  tal  che  , facendo  per  brevità  , 

tang.  c = a 
iang.fi  = b 
tang.  Y za  e 

tutto  si  troverà  ridotto  a risolvere  rapporto  ad  a:  , le  tre  equazioni 

« + a V */+.*/  = «+  i ( > ) 

+ +«=*+«  (*) 

(3) 

colla  condizione 


u d"  ^ *4"  e = ah  c ( 4 ) 

Moltiplicando  in  croce  le  equazioni  ( a , 3 ) , e riducendo  , si  ha 

(ftd-e)  (<»-f-aV«— («  + e)(V  +a V/* )<=» «(«—*)* 


ma  r equazione  ( 4 ) dà 


a -i-  b 
ab  — I 
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tl’  oD^e  sì  ha 

i -f-  r I 


«('+*•) 
ab  — 1 


a + c 


* ( » + a*) 

ab  — i 


Sostitueudo  duixjue  , c sopprimendo  il  denominatore  comune  , 
si  sTrà 

«('+*’)(«  + »V  « )— • ^'+  «’) (*J'  + * V /*)  = («*—  *')* 

ovvero 

«l‘+  *'X<«+  sV*/  ) — *1«+«’X*7+»Vj^)=^(«+«*)— (‘+**)^* 

o trasponendo  i tennini  ' 

('  + *0  ( «'*  + mV»*  +*)  = ('+«*  X *’/  + + ») 

oppure 


(«  + **)(«V*+VT)’ta(,  +«•)  (*V/+ V *)• 


0 estraendo  le  radici  , e dividendo 

a\f7+^s  _ *V7+VT 

V i+a*  V 1"+^’ 


Noo  diamo  doppio  segno  al  secondo  membro  di  quest*  equa» 
eione , poiché  abbiamo  semplicemente  in  mira  , che  i cerchi  interiori 
al  triangolo  sì  tocchino  esternamente  . 

Con  una  semplice  permutazione  di  lettere  , si  dedurrà 

* Vjr+yr^  e yr+VT 
VT+J.  V7+T^ 

«Va  + yj*  aV^f  + y^' 

V7+?  “ -yrire. 

Sommando  queste  due  ultime  , membro  con  membro  , svaut- 
>à  £ , e si  avrà 


L 


\ 
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^ _J g _ T ? » ■ 

Wi  -t-  A’  v«  +<»■  V > + «*  / V>  +«•  V* 

ma  a causa  di 

a-f.  i 

* o^zn 


si  ha 


ai  — I 


V * + c'  V ( * + “'  ) l • + A’  ) 

sostituendo  dunque  , c togliendo  i denominatori  , si  avrà 

^ I — ab  \J \ -\-  a'  ~ a ^ + b''^  V * ~ — ®^+V  • b'  — b Vt  + «’  ^ V/ 

I coelTìcienti  dei  due  membri  possono  inoltre  scriversi  a questo  modo 

(i — a + Vi  -j-u'  ) + a (i— i — V»+à») 

(i  — i q.  Vi  + b'  ) + f>  C I —a  — Vi  + « ) 

• .1  . ' 

c considerando  che  * 

/ I „ , 

aa  = — i— a')*  — (i4-a’)^=  — ^ (i  _a  q.  Vi  a’X*  — V'  + «*  ) 

-L.  + vnTi’xi-*- V^Tì^) 

a * \ ✓,  a 

essi  prenderanno  questa  nuova  forma  ■ • i 

(,  _«  + Vi‘+^)('i  - -^(1  ^a-viT^òo-*- 

(i  — à + V*  * “•  ””  ® — Vi + ^ — V*  +*')^ 

cioè  a dire  , ih’  essi  hanno  un  fattor  comune  ; sopprimendo  dun- 
que questo  fattore  , 1’  equazione  diverrà  semplicemente 

( , _ u + Vi+“‘)  V»  = ^ + Vi  V / 


Digitized  by  Google 


su  ire  diffìcili  problemi  , cci 


85 


BicUendo  dunque  per  brevità 

1 — -{■  a'  ~ ^ 

I— i + \/i+A'  =3fl 

I — c -f-  V*'*  + ^ 

si  dedurrà  , con  una  semplice  jiermutailone  di  leftrrc 

B\jJ  r=  C\jT  , C\h  = -d\Jx 

d’  onde 

\/F=-^y/T  , V7  = (5) 

Ritorniamo  ora  alle  nostre  equaiioni  primitive;  se  dalla  somma  del- 
le equazioni  ( a , 3 ) ne  toglieremo  1’  equazione  ( i ) > essa  diverrà 
cz  -f  y*a  + V72  — \'^J  = 

E mettendo  in  questa  per  V'*  ® y/j-  i loro  valori  ( 5 ) , à avrà 

/■  , c , c C'  N 

ovvero 

— = (6) 

Or  sì  ha  dai  valori  di  ^ , i7  , O 

«iJ»  = é il-a)(l-ò)  + e(l— c ( l-«)  VT+F-t-cV(‘+a’)(  1+»') 

C vvero  rimpiazzando  \/(i  + a')  (i  -f-  6')  pc'l  suo  eguale  (ai— i)^t  -}■  c‘ 

cAB  sc(i  — a)(i  — — i)Vi-fa’-hc(i  — o)\l  1 +i’-J-c(ai — i ) V i +c* 

Si  avrà  i 

J^B  — C=i  — a — b + c-i  \'i  +a'  \Ji  + b'  — yjT+7' 
d’  oude,  utoltiplicaudo  l<er  C = 1 — c +Vi  + i c rimpia«*and« 
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resiìcUivamtutc  V(*  + <*’)  ( > + <^‘)>  ® V(  ' + *’)  (*  + ^ ) pcr 

(ac  — I ) V'  + ^’  > ® — > ) V*  + “’ 

C(.^+fi.-C)  = -(  i-0(  “+*)-«•-«(  « ~i)V7T^' 

' »c)\/*  + «’  —f(  « —a)  \'i~+b' 

Dunque  sommando  , e riducendo 

cAli+Ci  A-{-B  — C)  = c — a — b-^-abc — ic'+(c — a — b^abe)  |V»'+c’ 
e rimpùzundo  per  ab  c il  suo  equivalente  a b -f-  c si  avrà 

cA£+C(A  + B — C)=3c(t—c  + VhP’’)  = 2<rC 
Sostituendo  dunque  questo  valore  uell'  ecjuazione  ( 6 ) e sopprimen* 
do  il  fetlore  c , essa  diverrà 

a C 5 = 

E da  una  semplice  permutazione  di  lettere  , si  avrà 

BC  CA  AB 

ai  » afi  » *“  aC 

Ciò  posto  sieno  prolungate  40  , BO  , CO , sinché  incontiino 
di  nuovo  la  circonferenza  dei  cerchio  iscritto  in  k"  , B"  , C"  , 
poi  da’  vertici  A , B , G , presi  respettivamente  per  centri  , e co’ 
raggi  AB'  = AC'  , BC'  = BA' , CA'  = CB'  sieoo  descritti  gli 
aahi,  che  taglino  respettivamente  AO  , BO,  CO  in  A'",  B'",  C'"  ; 
avremo  cosi 

A"'A"=AO+OA"— AB'  =0A"— AB'+AO  = i — Uuig.*  + A 

B"'  B"c=BO+OB"— BC'  =0B"  — BC'-|-BO  = i — tang.fi  + see.fi  = M 
C'"C"=CO+OC"— CA'=OC"— CA'-I-CO— I —tang.y  +sec.y=C 
/ig.  2,  Le  tre  lunghezze  A , B , C essendo  così  determinate  , se  ne  po> 

ti'à  conchiudere  , per  una  costruzione  unica  , i tre  raggi  cercati  , 
X , j'  , z . Per  ciò  si  costruirà  un  triangolo  DEF  , i cui  tre  lati 
EF  , FD  , DE  sieno  respettivamente  uguali  a queste  tre  lunghezze  ^ 
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pe’  Tertid  D , E , F si  (irino  le  rette  termioate  a’  Uli  opposti  iu 
D'  , E' , F' , e cosi  dirette  , che  abbiasi 

(Uìg.  FDD'  = ang,  E 
• ang.  DEE'  = ang.  F 

ang.  EFF'  = ang.  D 

allora  in  virtù  della  proponionalità  de’  lati  omologhi  de'  triangoli  si- 
mili I le  luDgheite  DD'  , EE' , FF'  saranno  ì diametri  de’  cerchi 
cercati  , aventi  respettìvaroente  i loro  centri  in  X , Y , Z . 

Trovate  una  volta  queste  espressioni  de’  raggi  de’  cerchi  , non 
v’  ha  cosa  più  fàcile  > che  di  sostituirle  tali  altre  incognite  quale  si  vor- 
rà . Prendendo  , per  esempio , per  incognite  le  distanze  de’  vertici 
ne’  quali  i cerchi  cercati  toccano  i lati  del  triangolo  i queste  inco- 
gnite saranno  x tang.»  = ax,  jr  tang.fi  =:  bjr  , z tang.  y s:  ex  , 
e li  avrà 

aBC  . bCJ  cÀB 

. <tr=--g  • " = — 

Or  dietro  i valori  trovati  qui  sopra  per  cAB  ,e  C(^A-\-B  — C ) 

si  ha 

cABta  C C'ac— ^ — C)^ 

dunque 
cioè  a dire 

« - ' + *■)) 

o pui^ 

cz  = ^ ^AB' + BC' — CA' — OC' -p  oc  — OA  — OB^ 
il  die  dà  esattamente  la  costrusiooe  del  Mal&tti. 
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Se  si  volesse  prendere  per  incognite  le  distanze  AX  , BY  , CZ 
de’  vertici  a’  centri  corrispondenti  , queste  incognite  sarebbero  re- 

qKttivainente  r V » + *’,  r V> +F  » z V‘  + c’,  e si  troverebbe  , 
dietro  ciò  che  precede  , 


rV'+c’ 


CZ 


V'  + ^*  V'+cv  , , , 

= — ~ — i+V'+f'  — \/i  +a'  — 


Se  finalmente  si  volesse  prendere  per  iiieogiiitu  le  distanze  OX  , OY  ’ 
OZp  , queste  incognite  san'bliero  n spctlivainenle  (i  — or)  y/  i -f- 
(i— Vi  -f  > (< — s)  V 1 + c’  , e si  troverebbe,  per  esempio  , 


;)\'i  -f c ==(c— ^ I — a — Z»-|-c+ V'  +«’  + V ' +^’  — 


*'  N'eir  opuscolo  , in  risposta  al  programma,  non  cu.vri  di  tempo  piilblicato, 
a forze  riunite  , da  diversi  nostri  professori  , nel  riportarvisi  come  da  essi  rile- 
vato lo  equazioni  , che  sopra  si  sono  veduto  asseunalo  dal  larlimiitz  , per  la  co- 
struzione da  esso  esibita,  male  biturpetrando  , |ior  imperizia  no'  metodi  , la  ridu- 
zione che  fa  di  quello  in  altre  questo  distinto  analista  , nel  caso  clic  le  incognito 
del  problema  siensi  in  diverso  mo<lu  stabilite,  si  i con  franchezza  puerile  asserito: 
X Siccome  lo  equazioni  da  noi  assegnato  ci  danno  per  mezzo  di  formule  molto 
» semplici  i valori  di  lutto  le  quantità  che  si  corcano  , lassiamo  dire  elio  qualuo- 
» quo  soluzione  si  darà  mai  del  presento  problema  , si  potrà  sempre  facilmeoto 
il  dalle  nostre  e<|uazieni  ricavare  . Questa  proposizione  che  qualcuno  poco  ver- 
X sato  ne’  nictixli  algebrici  potrebbe  creder  troppo  ardita  , sarà  diversamente 
il  giudicata  da  coloro  die  , esercitati  nelle  soluzioni  algebriche  do’  problemi  geo- 
X metrici  , conoscono  pur  troppo  , juaii  t juanlt  conwjutius  pouaiui  deduvr 
> dallt  equazioni  di  ««  problema  . 

Or  noi  confessando  d' intender  poco  questa  loro  coochiusioae  di  parole  , 
concediamo  volentieri,  che  da  una  soluiiooe  algebrica  si  possa  passare  ad  un  altra. 
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Voriando  i s«?gni  de’  radicali  in  modo  convenévole,  e sosliluendo  al 
cerchio  iscritto  propriamente  detto  ciascuno  de’  tre  altri  ceni»  , die 
posMDo  toccare  ad  un  tratto  i tre  lati  del  triangolo , si  otterrinuo 
lutte  le  soluzioni  delle  ^uali  il  problema  può  essere  suscettivo  . 


•tabilendosi  diverumente  r incognita  , mediante  Q rapporto  geometrico  che  vi  ha 
Ira  guaste  ; del  che  non  crediamo  che  mai  alcuno  avewo  potato  dubitare  : ma  pu- 
re deakteremmo,  che  eui  poneaaero  in  opera  il  loro  genio  analitico  , io  mostrare, 
come  ai  possa  ridurre  faeilmtnti  a quelle  equazioni  la  costruzione , die  ora  gli 
asibiremo  del  Paucker  , o l’altra  che  n'  è stata  presentata  alla  nostra  Reale  Ac- 
cademia, col  motto  Ordiiùt  haec  strtet  tril  ;e  che  a quest'  ora  non  potrà  ad  essi  es- 
sere ignota , troTapdosi  andar  io  giro  tra  soq  delia  classe  matematica  , tra'  quali 
non  raancaso  loro  (autori , 
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Considerazioni  generali 

NUM.  VII. 


Soluzione  dello  stesso  problema  del  Maliàui,  esegui- 
ta con  r analisi  antica  dal  distinto  geometra  sig.Paucker, 
professore  nel  ginnasio  di  Mitlau  in  Ciirlandia  , ed  inse- 
rita nel  tom.  I.  delle  Memorie  presentate  aU'  imperiale 
accademia  di  Pietroburgo  , an.  i83i  (indie.  apag,f\^.) 

Per  non  essere  infìnitì  , recheremo  solamente  la  costruzione  alla 
i]uale  un’  analisi  gcom'irira  ben  lun^a  ha  guidalo  il  Pduck'T  nello 
scioglimento  del  pi-eseiite  problema  ; ed  indi  soggiugneremo  I’  enun- 
ciaz'one  di  lutti  que’  nuovi  teoierai  che  da  tale  analisi  sono  deriva- 
ti , o che  ^li  poi  reca  , |>er  compiere  la  composizione  del  pro- 
blema . 


COSTRUZIONE. 

Divisi  per  metà  i tre  angoli  del  dato  triangolo  , tali  secanti 
concorreranno  in  uno  stesso  punto  M centro  del  cerchio  iscritlibile 
nel  triangolo  ; poi  ue’  triangoli  risultanti  , Bica  , Mcb  iscrivan- 
si  i cerchi  D , £ , F respeltivamente , e sieno  o , p , q i contat- 
ti di  questi  cerchi  co’  lati  bc  , ca  , ab  •,  ed  u , v ^ w le  intersezioni 
delle  liuee  de’  centri  EF  , FD  , DE  con  le  secanti  Ma  , MB  , Me 
respettivamente  . Uniscansi  le  relie  ou  , pv  , qw  , che  concorreran- 
no in  un  medesimo  punto  N , r d>  III  quali  ciascuna  dee  toccare  i due 
adjacenli  tra  i Ire  cerchi  D,  E . F'.  I qnadrilaleri  Npaq  , Nqbo , 
Noep  , saranno  circoscrilt  bili  a lU  ’ « ci \ lu  . Vi  s’ iscrivano  i cerchi 
d , e , f respeltivamente  ; quoti  s.i'hlisreramio  a!  pruhicma  , cioè 
saranno  tangenti  due  a due. 
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Teoremi  svilnppatì  dal  sig.PaucLer , nel  cammino 
deir  analisi  geometrica  della  sua  solnaione  . 

Supposto  iàlto  quello  che  cercasi  , oe  s<^e , cke  : 

Teouemi  !• 

t.Ciasctma  deQe  tangenti  esteriori  a due  cerchi  , p.  e.,  kg'  i 4- 

media  proporxìonale  tra  i loro  diametri  k t , g'r. 

a.  Ciascuna  delle  tre  tangenti  interiori  a’ cerchi  medesimi , 
p.  e , mp , è media  proporzionale  tra  i loro  raggi  dm  ,fm. 

Teorema  II. 

Se  di  due  cerchi  , p.e.  , e ,f  si  uniscano  i contatti  sul  la^ 
to  corrispondente  b e,  con  i contatti  sulla  circonferenza  d t in- 
tersezione w'  di  queste  due  rette  k'  m , hn  dovrà  trovarsi  sulla 
circonferenza  d : siccome  /'  intersezione  -t  delle  rette  k l , g'n 
si  troverà  sulla  circonferenza  e — I raggi  inoltre  dw  ^ ex  cor- 
rispondenti a quelle  intersezioni  taglieranno  prolsmgati  , ad  an- 
gfilo  retto , < lati  he  , ca  respeUivamente  . 

Teorema  1B. 

La  retta  ivd , che  unisce  T intersecane  w col  contatto  ì , 
sarà  tangente  si  due  cerchi  f , e , ossia  perpendicolare  alla  ret- 
ta de'  centri  f e \ e dividerà  in  due  patti  uguali  nel  punto  o la 
tangente  esteriore  k'h  . 

Cosi  pure  x m , congiungente  deli  intersezione  x col  con- 
tatto m , sarà  tangente  si  due  cerchi  f,  d , oiWa  perpendkolss- 
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ra  alla  retta  de' centri  fd , e bitedterà  nel  pmto  p la  tangen- 
te esta-iore  k g' . 

Tbobvma  IV. 

La  retta  tv/  tangente  comune  de'  cercM  f,  e sarà  uguale 
alla  w u , distanza  perpendicolare  del  punto  w dalla  corda  dò 
contatti  k’k , siccome  x m tangente  comune  a’  cerchi  f,  d sa- 
rà uguale  alla  x v , distanza  perpendicolare  del  punto  x dalia 
corda  de’  contatti  k'k. 


Teobema  V. 

# 

Si  congiunga  vi,  si  distenda  fino  ad  incontrare  la  w u 
nel  punto  jr  , e si  tirino  le  kjr  , ul  •,  queste  due  rette  dovran- 
no intersegarsi  sulla  circonjerenza  del  cerchio  f , in  un  pun- 
to y , cui  corrisponde  il  raggio  f y parallelo  alla  corda  de'con- 
tatti  k'k . 

Così  pure  le  vm , k'i  s' intersegheranno  sulla  circonferen- 
za del  cerchio  f , in  un  punto  ^ , al  quale  corrisponde  il  rag- 
gio fi  parallelo  alla  corda  de'  contatti  k'k . 

E quindi  i raggi  fy  , fi  formeranno  una  linea  retta  pa- 
rallela alia  corda  stessa  * 


Teobema  VI. 

I triangoli  k g’jr  , k"  hz  saranno  isosceli,  e le  linee  kjr,  k'z 
formeranno  co’  lati  ac  , bc  angoli  uguali  tra  loro  , ed  ugua  , ' 
li  alla  quarta  parte  deli  angolo  bea  • 
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Jl  raggio  f l si  distenda  in  t , Jìno  alla  corda  de  contat- 
ti kk'  e si  congiunga  iiv  , che  interseghi  la  retta  kjr  in  un  pun- 
to n.  — //  quadrilatero  k lyusarà  inscrittibile  nel  cerchio  , il 
cui  centro  sarà  n : e prolungando  la  tangente  %vl  comune  et  due 
cerchi  e , fino  ad  incontrare  nel  punto  X il  lato  c a , que- 
sto punto  X starà  perdritto  col  punto  , e col  centro  del  cer- 
chio f . E la  retta ri  X , che  passa  per  essi , sarà  perpendico- 
lare alla  corda  de'  contatti  k l . 

Così  pure  staranno  in  linea  retta  il  centro  del  cerchio  j , 
il  centro  H del  cerchio  circoscrittibile  al  quadrilatero  k'in  z v , 
che  trovasi  sulla  k'z,  e P intersezione  m della  tangente  i*  jr  co- 
mune a'  due  cerchi  J ,d , col  lato  be’,  e la  retta  flSft,  che 
passa  per  essi  sarà  perpendicolare  alla  corda  de'  cunattik'm. 

Indire  la  retta  v m , prolungata  , tktvrà  passare  pel  pun- 
to a centro  del  cerchio  circoscrittibile  al  quadrilatero  klyu  , e 
del  pari  la  retta  u l passerà  pel  punto  ^ centro  del  cerchio  cir- 
coscrittibile alT  altro  quadrilatero  k'mzv . 

Teorema  Vili. 

Conducasi  pel  vertice  c la  parallela  alla  retta  ky  , la  qua- 
le incontri  la  fk  in  E . Il  punto  E sarà  centro  di  un  cerchio 
del  raggio  E p tangente  le  rette  klo  , cf , c a , e quesi  ul- 
tima in  p . 

E così  pure , conducendo  pel  vertice  c la  parallela  alla  k'z , 
essa  incontrerà  la  retta  f i*  nel  punto  D , che  sarà  centro  di 
un  cerchio  del  raggio  D o tangente  le  rette  pm p , efi  bc  , e (gue- 
st' idtima  in  o . 


.Consideraiioni  generaìi 
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fi» 


Il  cerchio  .descritto  coi  centro  E , e col  raggio  E p , toc- 
cherà  le  quattro  rette  nq,  la  , cf , ca  t prolungate  . 


Altri  teoremi  di  cui  il  Paucker  ha  bisogao  per  con-< 
piere  la  composizione  del  problema  , cioè  per  dimostrare 
la  costruzione  esposta  di  esso  , 

TegeemaI, 

/ 

fig,  S,  Sia  V angolo  bc  a diviso  in  due  parti  uguali  dalla  Me  , e 

de’  cerchi  tangenti  D , E sieno  comunque  iscritti  negli  ango~ 
li  bcM , Mca  ; se  uniscami  i contatti  su'  lati  colla  retta  o p , 
che  interseghi  que'  cerchi  inx  , y \ le  corsie  o x , pj  saranno 
uguali  tra  loro. 

Te  0 SEMA  II. 

Poste  le  cose  stesse  del  teorema  precedente , sieno  inoltre 
e",  p'  I contatti  di  que' cerchi  con  la  segarUe  cM  , ed  tmiscami 
1 contatti  reciproci  colte  rette  op'  , p</'  ; qtseste  congiungenti 
saranno  uguali  tra  loro  , e concorreranno  ad  uno  stesso  pun- 
to z della  congiungente  de’centri  DE  , il  qual  punto  è la  proie- 
zione del  vertice  c su  tale  congiungente  . 

*Di  più,  que'cerchi  D , E essendo  intersegati  dalla  retta  o p\ 
pe’  punti  t ,y  , e dalla  p o"  in  x' , t'  respettivamente  \ la  can- 
giungente  tf  sarà  la  loro  comune  tangente  interiore  ; e le  quat- 
tro corde  o t , p'jr'  , o"x' , ptf  saranno  uguali  tra  loro  . 
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Poste  le  cote  stette  del  teorema  /.  ; te  due  tangenti  or  , 
p t',  tirate  da  ciascun  contatto  al  cerchio  opposto  , taranno  ih 
guali  tra  loro  . ‘ 

T 1 O B B M A IV.  > t\  . 

Premette  le  cou  stette  del  teorema  //.  ; U quadraci  di 
ciascuna  delle  due  tangenti  or , pt',  tirate  dall’  un  de’  contatti 
al  cerchio  opposto , torà  uguale  al  doppio  rettangolo  delle  cor- 
de tra’  contatti  o o"  , pp' , insieme  col  quadrato  eS  t^  , or- 
vero  di  p'y  o"  , tangenti  sommi  interne  de’  cerefu^P  , 

» \ 

T B O B S H A V.  V. 

Poste  le  cote  stette  del  teorema  II,;  il  doppio  quadrato  del- 
la congiungente  de’  contatti  reciproci  op',  ovvero  pò",  sarà  u- 
guale  alla  somma  de'  quadrati  fatti  dalla  tangente  or  , o ps' 
condotta  da  un  contatto  al  cerchio  opposto , e dalla  -comune  tan- 
gente interiore  o"p'  de’  cerchi. 

T B U B E M A VI.  , 

Poste  le  cose  stesse  del  teorema  IJ.,  si  tirino  a’  cerchi  op- 
posti , e nell  istesso  senso  rispetto  t£  centri,  le  tangenti  or,  p e', 
che  si  taglino  scambievolmente  in  N ; il  quadrilatero  Nocp  sa- 
rà circoscrittibile  ad  un  cerchio  f tale,  chela  doppia  dUlansa 
del  vertice  dell  angolo  c da’punti  di  contatto  di  questo  cerchio 
su  i lati  dell  angolo  bea  , è eguale  alla  somma  deUc  tangen- 
ti ec,  tp  diminuita  della  tangente  0 r , ovvero  p d . 


g4  Conuderaxioni  génerali 

T B 0 a B M A VII. 

Posto  ciò , che  si  è detto  nel  teorema  precedente  , sia  k 
il  punto  ove  il  cerchio  f iscritto  nel  quadrilatero  No  c p tocca 
il  lato  ca  : se  dal  vertice  c , e neW istesso  senso  del  lato  ca  , si 
prenda  un  segmento  cG  uguale  alla  somma  delle  tangenti,  oc,c  p; 
il  rettangolo  di  cf  in  Gk  sarà  uguale  aW  altro  delle  tangen- 
ti, oc  , C p • 

Teorema  Vili. 

Premesse  le  cose  stesse  </el  teorema  I.  , da'  contatti 
o , p siano  menate  a'  cerchi  opposti  , e nelt  istesso  senso  per 
rapporto  a’  centri,  le  tangenti  or  , p i , che  s'interseghino  scam- 
bievolmente in  N ; nel  quadrilatero  N oc  p sia  iscritto  il  cerchio 
f,  tangente  i lati  No,  oc,  cp,  pN,  ne’ punti  l,  k',  k,  m,  respet- 
tivamente  : dico  che 

1®.  Delle  due  tangenti  lo,  mp  , quella  , che  è la  più  gran- 
de sarà  uguale  alla  temisomma  delle  tangenti  or  , o'"  p' , e Fal- 
tra  alla  semidifferenza  delle  tangenti  medesime. 

a®.  Il  rettangolo  di  queste  tangenti  lo  , mp  sarà  uguale 
alla  metà  del  rettangolo  delle  corde  di  contingenza  oo'’  ,p  p\ 

3®.  La  somma  de'  quadrati  delle  stesse  tangenti  l o , mp 
sarà  uguale  al  quadrato  della  retta  op' , ovvero  pò” , che  con- 
giunge i contatti  reciproci 

4®.  Se  da’  contatti  con  la  segante  Me  si  abbassino  le  per- 
pendicolari p's,  o"C  su’  lati  ; il  segmento  k p sarà  diviso  in  « 
nella  stessa  ragione  che  la  tangente  c o in  k'  , e ’l  segmento 
k'o  sarà  diviso  in  f , com’  è divisa  la  c p in  k . 

5.  Finalmente  la  comune  tangente  interiore  tl'  d cerchi 
D , E passerà  per  t intersezione  N delle  tangenti  o r , ps’  . 
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T'E.oaBMA  IX. 

Premette  le  stette  cote  del  teor.  II.  ; la  dittanut  dé  contat- 
ti o"p'  torà  divita  armonicamente  nel  vertice  c , e dalla  linea  dé 
centri  DE  ; di  tal  che  te  w sia  rbUertaione  deUa  linea  de’cen- 
tri  colla  segante  M c , la  distanza  c w sarà  la  media  armoni- 
ca tra  le  tangenti  oc  , c p. 

E ciò  vuol  dire  , che  la  media  proporzionale  tra  le  tan- 
genti oc  f cp  è anche  media  proporzioni) le  tra  le  medie  armo- 
niche , ed  aritmetiche  di  queste  tanysnti  oc,  c p . 

Tbobema  X. 

Nel  triangolo  abc  sia  iscritto  il  cerchio  Jf,  che  tocchi  i 
lati  bcyca,  ab  in  jd , B , C respeltivamenle  ; ed  i cerchi 
D , E , F tieno  iscritti  ne'  triangoli  Mbc  , Mcn  , Mah  , tal 
che  il  cerchio  D sia  tangente  alle  b c , Mb  , Afe  ne’ punti  , 
0 , o',  o"  ; il  cerchio  E tocchi  c a , A/  c,  Afa,  in  p , p',  p"ì  il 
cerchio  F tocchi  ab  , Ma,  Mb  in  q , q'  , q"  , 

Ciò  posto  1 la  tangente  menata  dal  punta  o al  cerchio  E , 
o dal  punto  p al  cerchio  sarà  uguale  ud  x q\  ovvero  ad  jq". 
La  tangentu  menata  dal  punto  p al  cerchio  F,  o dal  punto  q 
al  cerchio  E , sarà  uguale  ad  jr  o'  , o a zo" . E la  tangente 
menata  dal  punto  o al  cerchio  F , sarà  uguale  a z p'  ovvero 
ad  X p"  . 


Tbobema  XI. 

Nel  triangolo  abc  sia  iscritto  il  cerchio  M , e ne’  trian- 
goli Mbc  ì M ca  i M ab  sieno  pure  iscritti  i cerchi  D,  E,  F, 
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ganti  M & , M c in  o' , o"  , il  cerchio  E le  spanti  Me , Ma  in 
p'  ,p"  , il  cerchio  F le  seganti  Ma  , Mé  in  q' , q"  , il  cerchio 
M i lati  òc,  ca  , ab  , io  A,B,C;  e’I  raggio  di  questo  cer- 
chio M sìa  designato  dalla  lettera  p . 

Se  conducasi  la  tangente  or  al  cerchio  £ ; ed  il  cerchio  / ì- 
scrilto  nel  quadrilatero  Noe/?  tocchi  i lati  No  , Np  in  / , m , si 
avrà  pel  teorenia  Vili. 

■ a fo  = o r d*  o"p' 

1 ' ainp  = or  — o''p'  , . 

c pel  teorema  X. 

or  = p -f  M^' 

a Mq'  sMa  + Mi  — ab  , 

•a  o"p»'=  = Ma  + éc  — (M  A.+ ca  ) 
a M -f  a t/*p'  = aMo  — (co  + ab  — òc) 

<•<  Mq'  •—  ao"p'  = 3 MI)  — ( a b b c — co  ) 

>'  ìBasseq-^-ab  — bc 

iCb=zab-\-bc  — c a 
Mq'  -p  o"p'  =:  M a — B a 
Mo'  — o"p'  = Mb  — Cb 
donde  si  arranoo  le  equazioni 

laIo  = p-fMa  — Ba 
fampsif-^-Mb  — Ci 

Similmente  , se  conducasi  la  tangente  ps  al  cerchio  F , e che 
il  cerchio  d iscritto  nel  quadrilatero  ìipaq  tocchi  i lati  Np  , Nq 
in  m',  n , si  perrerrà  ad  ottenere  le  equazioni  . 

l a m'p  = p-pMi  — Ci 
I 3Rq=sp-f-Mr  — Ac 

E conduccndo  la  tangente  qt  al  cerchio  D , ed  il  cerchio  e isail* 


I 
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to  Del  quadrilatero  K qbo  toccando  i Iati  N ^ , No  in  n‘  , ; si 

dedurranno  le  eqoaiioni 

,san'<7  = p-|.Mc  — Ao 
I a/'o  = p + Ma  — Ba 

fi  perdb  si  avranno  fìnalmente  le  e(]uazioni  ‘ 

. .1  . 

saio  = a /'o;=p  •+•  Mo  — Ba 
4 J a mp  = a m'p  = p-Ì"Mb  — Cb 
( a np  — an'7=;p  + Me  — Ac 

Dalle  quali  si  ravvisa  , che  i conlatti  /,/',$!  confóndono  tra 
loro , al  pari  degli  altri  contatti  m , m',  non  che  i rìnianeoti  a,  n'.  t— 
C.  B.  D. 

Dopo  ciò  egli  cosi  conchiude  : » I valori  trovati  delle  dop- 
w pie  tangenti  , conducono  immeduilamentc  ad  un  teorema  dovuta 
w al  sig.  Tédcnat  « , che  enuncia  , c poi  dimostra  facilmente  , ri- 
mettendosi a’  suoi  precedenti  teoremi  . Ed  in  seguilo  ne- deduce  la 
soluzione  del  problema  in  quistione  , come  immediata  conseguenza  di 
tal  teorema  . 

Procedendo  innanzi,  dimostrando  altri  teoremi  da  lui  rilevati , 
fa  vedere  la  corrispondenza  de’  suoi  risultamenti  con  quelli  del  Malfitti  , 
c passa  poi  a risolvere  il  seguente  > 

FhoblemaI,  ’ 

Un  angolo  dato  bea  sia  diviso  per  metà  dalla  retta  Me  , e 
ne'  semiangoli  bc  M , Me  a sieno  iscritti  comunque  i cerchi  tan- 
genti D,E  , { qtfoli  tocchino  i lati  bCfCaino,p;  si  vuo- 
le inclinare  tra'  lati  di  queir  angolo  la  retta  ba  in  modo  , che 

Yeggasi  sul  proposito  la  nota  n.  31.  ■ ' • ' 


I 
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divisi  per  metà  gli  angoli  in  a y b , con  le  seganti  Ma  i Mb  , que^ 
ste  risultino  tangenti  a'  certhi  E , D. 

La  cui  analisi  gcomulrica  il  conduce  alla  seguente 

Costruzione. 

Si  tiri  dal  contatto  o la  tangente  or  al  cerchio  E , e tagliata 
sulla  retta  che  biseca  T angolo  bea  i la  cm"  uguale  alla  semìsonama 
delle  tangenti  or  , oc  , cp,  si  elevi  ad  essa  da  m"  la  perpendicolare 
m"n",  che  incontri  la  cE  in  n";  indi  tagliate  le  m''T , m"z  uguali 
alla  m"n"  , prendasi  la  n"B  uguale  alla  n"T , o n"z  , e sopra 
cB  d innalzi  la  perpendicolare  , che  tagli  la  segante  cm"  in  M. 

Ovvero  congiuogasi  Bz  , e dal  punto  n'  si  tiri  la  perpendi* 
colare  alla  Bz  , die  taglia  la  segante  cM  in  M. 

Oppure  al  punto  c ddia  cm"  n costituisca  l’angolo  m"cì  semi* 
retto  , e si  elevi  la  |>erpendicolare  alla  crt''  , che  incontri  la  ret* 
ta  c?  in  dal  qual  punto  si  abbassi  la  perpendicolare  alla  c/n", 
che  r incontra  in  M . 

Dal  punto  M così  rinvenuto  tiiinsi  le  rette  Mp"a  , Mo’b 
tangenti  a’  cerchi  E y D , che  incoutrino  i lati  dell’  angolo  dato  in 
a y b ù sarà  in  tal  modo  soddisfatto  al  problema. 


1 00  CoTtsìderation!  géneraU 

PaOBLEMA  II. 

•^S'  Iscritti  in  un  dato  triangolo  abc  ^ i tre  cerchi  tangenti 

^ ì P \ indicare  le  espressioni  trigonometriche  delle  tangen- 
ti , e de'  diametri, 

Da’prcccdenli  Icorcmi  si  deducono  , senz’altro  ragionamento  , 
o caliolo  , per  le  tangenti , le  seguenti  espressioni 

*«•  ( 45  +-7  ) 

a /o  = AA'  = = f.\Ji 

a 

C08.— 

4 

sen.  ( 45  + -|.  ) 

3»ì;,=  kg'  = Sjr  =1  f.\/2 -1— 

o 

COS.-T> 

4 

' sen.  C 45 +-5-) 

a«7=  gh'  = Tz=  f.yjì.- 1—  ' 


COfi. 


E pe’  diametri  le  altre 


4 


.7  Sy-Tz 


sen.  ( 45  + — ) sen.  ( 45  + ~ ) cos.-^ 
cos.A  . cos.  j . sen.  ( 45  + ^ ) 

2eh=  )^°-(45  + |)cos| 

3S.^.C0S..|^  . sen.  (45+-|) 

sen.  ( 45  + -^  ) scn.  ( 45  + A ) cos. 
4 4 4 


Sr 


Rx  .Sr  , 

tifh  = - ■ = /Va-  , 

•*»  a b X /I-  . e . 

cos.—  . cos.-T-  . sen.  ( 45  -f  -r  ) 

4 4 4 
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Prosegue  dopo  ciò  le  sue  ricerche  teoretnatiche  ■'elative  allo  stes- 
so argomento  delle  Tarioni  ; le  quali  mostrano  abbast-iiiza  la  fe- 
condità del  suo  ingegno  , e del  metodo  da  lui  adoperato  : ma  noi 
tralasciamo  di  qui  recarle,  per  non  essere  troppo  luoghi,  né  tampo- 
co stimandole  necessarie  allo  scojio  cui  miiiamo  ; rimettendo  chi  de- 
sidera conoscerle  all*  eccellente  lavoro  originale  , e degno  di  tutta  la 
considerazione  de*  geometin  , del  sig.Paucler  ; e solamente  stimiamo 
di  non  dover  omettere  di  recar  qui  il  seguente  altro  teorema  segna- 
to col  num.  4o. 

Teorema. 

Sia  M il  centro  del  cerchio  iscrittibile  nel  triangolo  ab  e,  jjg,  q 
in  cui  sieno  pur  iscritti  tre  altri  cerchi , de'  quali  uno  soltanto 
j sia  toccato  dagli  altri  due  in  l , m ; e sieno  tirate  te  tan- 
genti comuni  interiori  lo  t mp  , che  incontrino  i lati  in  o , p , 
c congiunte  le  rette  fo  , f p.  Se  da'  punti  f,  o si  abbassino  sulla 
segante  Mb  le  perpendicolari  fs,ot,eda'  punti  J,  p sult  al- 
tra segante  Ala  te  perpendicolari  fr  , pu‘,  le  parti  ts,  ru 
interposte  tra  queste  perpendicolari  saranno  tra  loro  uguali  . 

Dopo  averlo  dimostrato,  passa,  in  un  corollario , ad  esprimere  in 
forma  simbolica  trigonometrica  i valori  delle  ru  , st  ì che  sono  i qui 
appresso 

ru  ~fk  sen.  -f  pA  . cos.  ~ — \Jfk  (\(/X:.sen.-^-j-  Sjdg.cos.—^ 

si  =.Jk'  sen.  ~ -b  oA'.  cos.  = VA'  ^ek.cos.-^  ^ 

£ poiché  ru  ù è dimostrata  uguale  ad  s t,  ne  risulta  I*  equazione 
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\lfk.sea.  \Jdg.cos.  >Jfk.sea . ~ + \jeh.  cos.-^ 

E poi  rosi  conrliiude  : « Questa  equazione  sviluppata  in  un 
« modo  difTcrenle  da  due  geometri  di  Berlino,  sig.CrelIc  e Lccliiiiiilz, 
» gli  ha  condotti  alla  soluzione  trigonometrica  , eh'  essi  hanno  puh- 
» blicata  a tal  proposito  , e che  io  passo  a presentare  con  le  con- 
B venienti  modificazioni  . 

Or  noi  avendo  già  di  sopra  recata  la  soluzione  di  questi  due  di- 
stinti professori  , ci  crediamo  io  dovere  di  riportare  ancor  quella 
del  Paucher  , che  con  ingenuità  propria  di  chi  , avendo  vero  merito, 
con  va  usurpando  le  altrui  rose , la  dà  come  derivala  da  quelle  de’ 
malematicì  di  Berlino,  non  ostante  , che  grandissima  sia  la  diBèrenza 
che  v’  ha  tra  esse  , nè  facile  a ravvisarsi  da  chiunque.  E ciò  potrà  ser- 
vire di  convenevole  avvertimento  a que’  nostri  pro&ssori,  i quali  non 
avrebbero  certamente  dovuto , per  piccoli  ed  insignificanti  cambia- 
menti , attribuirsi  senza  scrupolo  ciò  , che  mauifestamente  appartene- 
vasi  al  Leehmuiz  , come  ognuno  poteva  rilevarlo  dagli  jitmali  del 
Grrgonne  Ma  per  essi  non  è già  la  prima  volta  che  abbiano  te- 
nuto tal  procedimento  , come  si  è di  sopra  accennato  , relativa- 
mente alla  soluzione  del  Gergonne  , del  problema  di  una  curva  coni- 
ca e tre  punti  dati  . 


2>i  riscontri  su  tal  proposito  la  nota  f f'  ) al  programma. 
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Solutions  trigonometrica  del  problema. 

II  ccrthio  d essendo  loccqto  da’  cerchi  e , y , in  n , m , se 
lirinsi  le  Ungenti  comuni  mterìori  nq  , mp  , il  teorema  peceden- 
le  dà  r equazione  . 

ò h c c 

I.)  dg  , MD. — + nq  . ca*.—  ea  Jg  . ien. (■  mp  . coi 

Il  cerchio  e essendo  toccato  da’  cerchi  y ,</  io  i , n , se  ti- 
risi anche  la  tangente  comnne  interiore  /o  , si  avrà  , pel  medesi- 
mo teorema 

3.  ) ei  . lea — 4-  f o . cos.t—  s ea  . ten — -t-  «q  . cos.-— 
a * a a ^ a 

Moltiplicando  queste  equazioni  per  lo  mp  respettivamente  , 
ed  avendosi  pr  gli  altri  teoremi  già  riportali 

3.)  dg  . lo  s=  mp  . nq  , eh  , nq>  s:  qq  . lo 

si  avrà 

b . b c . t « 

mp.np.iea. — -|-  nq.lo.ces. — s=  mp,  nq . sen. — -f*  lo  , mp . cos. — 

nq  . fo.sm. h to.mp.tx». — ss  nq,  lo.  ten. — mp.  nq  , cos — 


Sommando  queste  equazioni  , e riducendo  si  otterrà 
4.)  to.($en.-— -f-  cos  — — i*n.-^)  = mp.(ieD.-^-{-  cos.-^  — seu..^  ) 
Prr  ridurre  i coeHicienti  si  avrà  da  prima 


f!g.  i 


cos. — ten  — a sen.(45* 


a b 


)ten.(45  • 


\ ft-  a — b 

.)  = a ten.(4s —) 


cos.— —ten  -^  = a sen. (45  ■ 


^ V»"  — ^ — / ^ 

1~  *)  sen.(45  -f  ° ~ *)  = a ten.(45 


poiché 


4 


e e c 

len.  — ss  a stn.-r- , cot*-r 
a 4 4 
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si  avrà 


Considotczioni  generali 


sen. — 4-  cos. — — sen.— 
a a a 


scu. 

ossia 


= . (co..|  + «n.  ( 45  - 

*1  ® * c / e a — b \ 

_ + cot.--*en.— =»  8en.-^Qco»._+sen.  (45  + — 


* , ^ a , e a b 

*n  — +«»  -^ sen.— SE  4.  sen.-^.  «a.  -j  . 8«n.(4'>  -f.  — ) 


sen.— + — sen.— = 4.  scn.-^  .cos  . ten.(45  + 4-) 

•*  a a 4 4 4 ' 


Soslitueado  nell’  equazione  (4) , e rìducendo  , sJ  oli  iene 

4 


lo  s:  mp  . 


sen.  ( 4i  + -^  ) . cos. 


b . 


ossia 


nq  dg  . 


e per  un  analogo  procedimento 


mp  <=3  dg 


cos.  j . ten.(45  ■+  -j) 

. n ^ 
sen.  ( 45  + — ) . cos 


sen.  (45  + -^  ) • «w.  -|- 


cos.-^  • sen.  (45  + 

Molliplicando  le  equazioni  5 , 6 , si  avrà 

t 

•en.'oa  -t-  -7-;.  w. 

^ ( lo=dg. 


+ j).co..i..cos.^ 


’j.  sen, (45  + j ) sen.(45  + j) 
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Il  cerchio  M , dei  nggio  f , tocctndo  i kti  del  triapgolo  in 

a.Sesat  2f  , eot.-^ ss;  c«  -f  ~ ^ 

e«  ss  ek  ^ 4-  2mp 

ai  s=3  ag  -h  M -f- 
ic  Bti  ih  ti  ilo 
taJ^ab  — betta  taf  -f-  imp  -f-  — ilo 


dunque 


%)  f.cot  — st^.cot. \-mp^Hg  — h 


Soclitucndo  i valori  di  mp  ,ntj  , io,  molliplicando  per  tang.  — , 
ed  ostcrvando  che 

« - . a + 4 5 

taog — . . col — =1  , tang.- 


ti 

sen.  -j- 

4 


a a 

COI. 


co*. (45  +"^) 

si  perviene  alF  equazione  finale 

|^s*«.(45  4-^  )ro».-^  . coi.-j  -|-*em45+ 

<9  J ^ — ten.(45  + 


a 

CW.  — .( 


— . co*.  ( 45  + ^)  . *en.(4$  -|-  -^)**n.(45  -f 

Per  ridurla  si  fari  uso  delle  {orruole 

a co«.«  . COS./9  = ce<(«4‘^)  -f-  roi.(«  — /t) 
sicD.a.  *u«.^  ss  **a.(*4./9)  4.  *en  (»  — /9) 

che  danno  il  bm»zo  di  sviluppare  il  prodotto  di  tre  seni  , 0 Co* 
scoi 


4 .9Cn  m . co»  ! 


*™(*  + » + ;»)  + «MI  <»  + "— P)  I 

^ 4+Kn.(i»  — » 4"  p)  4- * 
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Facendovi  k convenienti  sostituzioni , si  trova 


' 4.jen.(45  + -^)eoi.-j«».A  = , ^ co».^  +coi.-^+ieu.-^ 

If  c a c ^ ^ 

4.scn.(45  — )co» — _cos.__  = i -j-  cos,— +cos.— 

4.«n.(45  + ^)cos.-|k:o*.^  = • + co..-i+  cos.-^+sen.A 

4.cos.(45  + j)«n.(45  + -^)«*n.(45  + j)  = i — sen.-^  + *en.  A+hm.-^ 

I o ò c ® ^ ^ 

^ + -^;COS.-^COS.-^=CO«.  — +**“■“ 

L’  equazione  9 diverrà  dunque 


/=jg  + (ig. 


^(1  sen.— + *en. 

4 ' a a a a 


i—dg. 


s.  -j(>  + *«“•—  + »«“■—) 

n 

1 


;se„  “ .cos.-J+(““  -J+«‘>*  x)  ( 


a rt  . ^ ^ \ 

.-7<i  — $ca.  --4-  sen, — + sco.— ) 
4'-  a ' a a 


Oc, 


I ■ 


a « 

a sen.  — r-  • cos. — ^ a seu. 

4 » 


a « ®»/  **  • " \ 

_(C05.-+.en.j) 


2 sen.  ■—  . cos.  =(cos.-^  + scn.-^) . ( a teii.-^cos.-^-—  a scu.  ^ ) 

2 sen.  . cos.  c=(col.— ^+*en.-^)  . ( a **“•“  + “4  ' ^ 

Dunque 
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f = Ag. 


. tf.  h I*. 

(co».-j-+-sm.-7-)  (cos f-scn — -Uien ) 

f =dg 

a , a £t  r ^ 

cùs.’-rii  — sen. — 4-sen. — 4-seo. ) 

4 a a a 

Va  «MI. (45  + •“) . 4-  c«.(45  + -^) . • COI. 


4 


cos..^.4.coi.(454.-^)  .»«n.(45+-|-)  .sen.(45+  -r) 

. «N  he 

*en.(45  4-  -7  ) . «».-7<oi.-j- 
j-  4 4 4 

f = ^ 

cos.-^.(45  + -^).*en  (45  + -j) 

Dal  die  si  ha  , romeiaodo  , 

+ y)  • *«“  (45  + -j)  ■ «o*  -^ 

Jg  = f — 

Va  • co*.—-  •’  co*--r  • *c“-(45  + -7-) 

_ 444 

.cn.({5  + -i)  . len  (45  + j)  . co.,-|- 
,i  (eh  = p . — ■ - 

V » • • “”•'4'  ■ *®“  (45  + -^) 

len  (45  + j)  ■ «"  (45  + j)  • coi.-l 

r ^ ^ ^ rea  l ^ ^ 

I Va  . • **“-(45  + 

eonlbrme  al  problera*  li.  riportato  di  sopra. 

Assohila  anoor  i|oesta  ricerca  , continua  il  Paucker  le  sue  in- 
Tcri'pa/.ioui  di  nuovi  teoremi  sulle  ì'asioni  , e risolve  inoltre  i se* 
^luhlclili 
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Pko«i,b»a  I. 

/!g.  7.  Iscrìvere  in  un  triangolo  abc  due  cerchi  tangenti  , sic- 

ché la  linea  de*  loro  centri  risulti  parallela  ad  una  retta  J k di 
posizione. 

Costrutione. 

fsaivtsì  i)  cerchio  M nel  triangolo  dato  , e condottovi  il  dia* 
metro  r s paratido  alla  retta  data  di  posizione  , si  tirino  le  nr  , 
che  s’ iiitcrscghino  io  /i  ; ed  a s , br  clic  s’  iulersi^hino  in  N : i 

V punti  n , N saranno  i contatti  dimandati  . E tirando  da  questi 

punti  le  [«rallele  alla  f k , \ punti  d , e , D , E , ove  queste 
incontreranno  le  seganti  Ma  , Mb  , saranno  i centri  de* cerchi 
dimandati 

P R o I L r.  u A II. 

Jtg,  9.  In  un  triangolo  abc  iscrivere  due  cerchi  tangenti  d,  e,  tal 

che  condotta  ad  essi  le  cotnune  tangente  interiore , questa  ir- 
contri  la  base  ab  in  un  punto  dato  q. 

Costruzione. 

Iscrivaù  nel  triangolo  dato  il  cerJiio  M , che  tocchi  il  lato  b c 
in  A ; c congiunte  le  Ma,  M 6 , dal  punto  dato  q si  tiri  la  per- 
pendicolare 9 L ad  una  delle  seganti  , che  taglia  l’ altra  in  0.  Pe' 
punti  L , O , e col  diametro  uguale  aUa  tangente  A c , deKrirasi  il 
cerchio  R ; e poi  col  centro  q descrivaosi  due  cerchi  oonceatrici  tan- 
genti r altro  R . Le  loro  circonferenze  taglieranno  la  base  , 1’  nou  in 
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g , h' , I'  altra  in  G , H'i  cite  saraiu»  i punti  ne  quali  i cerclii  di- 
mandati dovranno  toccare  la  base.  Da  questi  punti  si  tirino  le  per- 
pendicolari ; queste  segneranuo  sulle  seganti  Ma  , M 6 i contri  di 
tali  ceabi 


PaOBLEKA  III. 

Iscrivere  in  un  triangolo  abe  tre  cerchi  tangenti  ^ sicché 
i contatti  de’  due  primi  con  due  lati  , confondansi  con  quelli 
del  terso  cerchio  co'  medesimi  lati . 

Costruzione. 

Iscrivasi  nel  triangolo  il  cerchio  M , che  tocchi  i lati  in  A , B , 
('.  , LOiigiungasi  Cc  , c bisecalo  1’  angolo  aCc  , sieno  d , E ì pun- 
ti d' ini  Oli  Irò  della  retta  , che  il  biseca  colle  seganti  Ma  , Mfr.  Di- 
vidasi siinilineute  I’  angolo  bCc  permei^  , e la  dividente  incontri  le 
M 6 , M a in  e , D ; uniscansi  poi  le  i/  e , D E , queste  incontre- 
ranno la  retta  Cc  in  n , N ; di  tal  che  N ri  = Ac  = cB. 

Il  Paocker  invita  il  lettore  a paragonare  tal  sua  soluzione  con 
quella  del  Lechmiitz,  pubblicata  nell’ appendice  al  vol  i,  della  Geo- 
iuetria  di  questo  distinto  professore  . E noi  , mirando  sempre  allo 
SCOI»  prinripale  propostoci  , invitiamo  i coltivatori  dell  analisi  pura 
a iratiuK  col  loro  nelodo  , eoa  la  stessa  làcillà  e chiarezza,  questi 
problaiiii,  e le  allre  ricerche  did  Paocker  geometricamcDlc  riuvenule 
ad  espilate. 


1 10  Considerazioni  generali 

NUM.  vni. 

Osservazioni  sulle  prece<lenli  ricerche  sul  problema 
del  Malfalli. 

I . Dall'  esposizione  blla  delle  diverse  ricerche  per  la  soluziu' 
ne  di  questo  dilDcil  problema  è facile  rilevare  , che  la  soluzione  orì- 
finale  algebrica  di  esso  sia  quella  del  Malfalli,  la  quale  vi  avrebbe  in- 
teramente soddisfallo  , se  il  sagace  autore  , ad  evitare  la  lunghezza  e 
coinpiicasìone  del  calcolo  da  lui  .eseguilo  , |>er  giugticre  a quelle  tre 
equazioni  , che  suppone  e poi  verifica  , non  si  fosse  veduto  costret- 
to a preferir  questo  rìpiq;o  . Ma  niuno  polià  negare  a silTatta  verifi- 
ca quel  grado  di  semplicità  e di  evidenza,  che  dovea  da  si  distinto 
geometra  as|ietlarsi  . L’analisi  , per  quella  piccola  [larle  che  ne  ap- 
pare , è ricca  di  lielle  verità  nuove  , che  laciliucote  ne  derivano  , 
delle  quali  quella  che  leggesi  nella  nota  num.  3i  (ptig.6^),  di-  <. 
mostrata  io  maniera  diretta  , forma  la  base  della  più  elegante  so- 
luzione geometrica  di  quel  problema  : ed  essa  impropriamente  altri- 
Imita  al  sìg.Tédenat  valente  matematico  francese  , è stala  riguarda- 
ta come  un  bel  teorema  , che  si  c più  comunemente  intitolalo  col 
suo  nome  . 

Il  risullamenlo  finale  dell’analisi  del  Malfatti  mena  aduna  co- 
struzione elegantissima  , eludendo  ogni  aspettazione  : e si  osservi  a 
tnl  proposito  esser  questa  la  principal  cosa  cui  mirava  il  Malfatti  ; 
giacché  la  soluzione  del  problema  gli  era  dimand  ila  da  un  artista  per 
usarne  in  pratica  . La  soluzione  dunque  del  Malfatti,  considerata  per 
questa  sola  parte , non  lascia  che  desiderare  . 

3.  Gli  sforzi  riuniti  de’ compilatori  degli  Annali  io  risolverlo  , 
pi  nna  di  conoscere  la  soluzione  del  Malfatti  , mostrau  chiaro  il  luQ- 
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go  studio  , e gli  stenti  , die  dovettero  solTrire  per  più  aiuii  , a fin 
di  pervenire  ad  una  espressione  incostruibile  del  raggio  dell*  un  de* 
ceri  hi  ; che  però  giustamente  essi  la  tennero  come  un  valore  , n 
considerarono  però  il  problema  per  aritmeticamente  risoluto  ; nè 
avvertirono  tam[x>ro  la  riduzione  , che  poteva  farsene  a forma  più 
sein[ilice  e costruibilissima  , come  quella  del  Malfatti,  uè  pur  quan- 
do ebbero  questa  innanzi  gli  occhi  ; che  anzi  manifestamente  aflèr- 
marouo , che  la  loro  espressione  del  raggio  r ( pag.  69  ) dell'  uu 
de’  Ire  cerchi  , e quella  corrispondeute  del  Malfatti  ( noi.  S4-  ) , 
sebbene  identiche  , sembrassero  però  iocomunicauti  , e da  non  vedersi 
modo  da  ridurre  l’una  all’altra  , 

Aggiungasi  , che  gli  annalisti , in  tal  problema  che  , per  la  sua 
natura  anche  posizionale,  avrebbe'  meritato  di  esser  trattato  col  loro 
luitodo  prediletto  delle  coordinate  , di  cui  tanto  erano  allora  oc- 
cupati in  mostrare  I’  eHìcacia  al  paragon  degli  altri  , dovettero  rinun- 
ziarvi,  ripiegaudo  sul  metodo  algebrico-geomeirico  antico  , sebbene 
nou  jierfettaraente  adoperandolo  , non  vedendosi  la  loro  analisi  con- 
nessa e regolare  . La  Geometria  dunque  , nel  cui  dominio  era  que- 
sto problema  , nulla  aveva  vantaggiato  dalle  fiiticose  ricerche  degli 
annalisti . 

' 3.  Conosciuta  eh’  essi  ebbero  la  soluzione  del  Malfatti  , che 

mostrarono  apprezzar  grandemente  , vollero  tentar  la  verifica  delle 
tre  c(|uaziooi  da  quello  assunte  , in  maniera  che  essi  giudicarono 
pili  semplice  . Mu  a noi  non  jwre , avendo  riguardo  alla  moltiplici- 
là  delle  sustituziuni  e rìduzioui  , che  jxissa  tal  verifica  prevalere  in 
semplicità  e naturalezza  a quella  del  Maliatti  . Del  rimanente  , oò 
niente  montando , lasciamo'agli  altri  giudicarne  . 

4.  Imilolli  ili  questa  ricevea  il  Tédenat  , e nè  tampoco  si’m- 
hra , eh'  egli  avesse  vantaggiata  I’  analisi  del  Malfatti  ( il  solo  oggetto, 
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che  si  avrebbe  dovuto  prender  di  mira , o continuando  1’  analisi  da 
quello  inlraprru , in  modo  da  giugnrre  (àcilmeote  ^ termine  di  es- 
sa , evitando  qurUa  Irasmutiiiioiie  io  leorrota  , o anelie  dimnslran- 
do  questo  in  modo  diretto  e semplice  ) . E tutto  quello  che  si  po- 
treblie  al  piu  mccogliei-c  dalle  ricerche  del  Tédenat  sarebbe  quel  teu- 
lema  , che  noi  kibbaiino  veduto  esser  evidentemente  uoinprcsu  neU’a- 
tialisi  del  Maliàtti  ; e che  avrebbe  dovuto  rimeriUrue  il  Tédeuat  , 
sol  quando  lo  nvi  ssc  in  modo  d. ietto  e geometrico  dimostralo  . 

5,  Con  la  scorti)  della  solnzione  del  MalfaUi  „ e sempre  miran- 
do a’  l'kmllamuiti  da  questo  olteiiuSi,  il  profissore  Lechun  li  di  Ber- 
lino ne  aveva  intra|iresa  una  nuova  solusionc  , che  avrebbe  meglio 
corrisposto  allo  scopo  , se  non  fosse  $UU>  in  obbligo  di  sopraccari- 
cai la  di  formote  IrigoDouielricbe,  e di  non  lievi  analitici  ripieghi  . 

6.  Fin  qui  (hiuqiie  non  si  aveva  di  tal  problema  una  soluzione 
purameute  geometrica  , come  rirbiedevasi , nè  tampoco  una  costru- 
zìoue  che  derivasse  da  un'  analisi  algebrica  regolare  ; al  primo  de’ 
quali  oggetti  mirando  il  sig.  PaucLer  , distìoio  geometra  associato 
all’Accademia  di  Pieiruburgo  , presentò  a questa , uel  i8j8,  la  sua 
soluzione  , che  vedasi  inserita  uel  volume  degli  Adi  di  essa  per  1* 
nono  i83i . 

L’oi'dilura  di  questa  soluiioiie  geometrica  , sebbene  ammirabile  , 
è pelò  , come  si  è veduto  , lunga  ed  intralciata  , di  tal  che  l’ illustre 
autore  non  fidandosi  di  sosleoeroe  uua  lunga  analisi  geometrica,  con- 
tenente molti  nuovi  lemmi , per  altro  importanti  , anche  a parte 
della  Miluzione  cui  servono  , si  vide  eosiretto  a tacer  quella  , ed  a 
rivelasi  alla  dimnstrazione  della  costruzione  presentita  dd  proble- 
ma ; dalla  quale  non  potrehbesi  iÌKÌluitnle  , se  mai  alcuuo  il  desi* 
dcrasse  , &re  nioroo  all’  aualìsi  del  medesimo. 
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Per  tali  ragiooi  non  des»tevi|»  , .dagli  apprezzatori  dell’  àoti- 
ca  Geometria  , di  dimaodare  di  questo  prolilL-ma  uua  soluzione 
semplice  come  la  natura  del  medesimo  ; ddl  clic  iìji  indotto  al 
procedimento  indicato  nello  porle  II.  dellt  piow  nli  Considera* 
siotU  . Nè  credo  |cr  ciò  arcre  mcn  ebe  nccm  tameng  ojtejaUt  ^ 
da  raccoglierne  anzi  ebe  lode  , alla  quale  uo^  {irt'tt'ndo  certo  ma 
ailmeno  nè  meo  taccia  di  far  nvircrc  cose  giù  viete  , e [>oco  cu- 
rate . E da  prima  sappinn  coloro  i quali  non  clic  cosi  pensano  , 
osano  ancor  propalare  simili  sciocchezze  , nessanu  ricerca  io  Ma- 
lematiclie  iiireccliiar  mai  , quando  io  nuora  forma  , c inij^liore 
ai  riproduca  . Dover  anzi  queste  scienze  a ciò  i loro  più  grandi 
progressi  : -del  che  potrei  addurre  multi  csemp)  , clic  tralascio 
per  non  deviar  troppo  dal  mio  scopo  , limitandomi  solamente  a ri- 
cordare , ad  istruzion  di  coloro  che  lianno  profTerita  simile  propo- 
sizione , che  i problemi  di  trisegar  1’  angolo  e duplicar  il  cubo  , 
furono  ripetùtiuncnte  trattati , e pel  corso  intero  di  secoli  nella  scuola 
Greca  ; nè  perù  vi  fu  dii  tra  que’  sommi  uomini  credesse  ciò  mal 
fiilto  f ed  indegna  de’  piìi  gran  gcoraelrì  una  tale  occupazione  . Gli 
stessi  , non  appena  il  Cartesio  produsse  la  sua  novella  Geometria, 
ricompu'vero  in  isceoa  ; e da  quell’  epoca  fin  ora  quante  soluzioni 
eoo  diverso  metodo , c qnaote  ricerche  su  di  essi  non  si  sooo  lat- 
te , che  hanno  di  gran  lunga  contribuito  a promuovere  le  Mate- 
maliche  ? Ed  ulliroameule  i coltivatori  del  metodo  puro  analitico 
hanno  croduto  non  poter  far  a meno  di  occuparsene  ; sebbene  le 
loro  ricerche  non  sieno  corrispondenti  alla  natura  dì  tali  problemi  , 
essendosene  delP  uno  data  una  soluzione  approssimante  , dell’  altro 
meccanica  : che  anzi  spiace  a'  rigorosi  estimatori  del  grado  e natu- 
ra de’  problemi  , il  veder  quello  della  trisezione  dell’  angolo  ascrit- 
to tra  le  ricerche  di  analisi  trascendente  . Sarebbe  dunque  solamente 
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dircnuto  indecente  il  riprodurre  in  iscena  un  problema  dillìcile  ap> 
parso  la  prima  volta  alla  consideratione  de’  geometri  da  circa  38 
anni  fa  ; c da  quell'  epoca  a diverse  riprese  tentato  da  naatcmatici 
distinti  di  tutta  Europa  , senza  mai  dimenticarlo  , e cercandone 
sempre  una  più  elegante  soluzione  ? Se  questa  maniera  di  ragiona- 
re sìa  di  chi  ha  sano  intendimento , e cuor  non  corrotto  , il  lascio 
giudicare  ad  altri  . 

Finalmente  aggiugnerò  come  nohil  conchiusione  al  fin  qui 
detto  il  sentimento  del  La-Grange  cosi  espresso  . u E e'  est  tou- 
>1  jours  conirihuer  ù 1’  avancement  des  Mathématiques  , que  de 
» montrer  commeut  on  pent  résoudre  les  mémes  questions,  et  parvenir 
M auz  nicmes  resultata  |iar  des  voice  tres  dilTerenles  ; les  métlio- 
u des  se  pr^tpnt  [wr  ce  moyen  un  jour  mutuel  , et  en  acquierent 
M souvent  un  plus  grand  degré  d'  evidence  et  de  généralité  ( JVou- 
velle  solution  du  probUme  du  mouvement  de  rotatìon  d’  un  corps 
de  figure  quelconqtte  , qiù  n est  ahimè  par  aucune  Jorce  ac- 
^ cèlèrairice.  Académic  de  Berlin  an.  i7j3). 
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NOTA  AGGIUNTA 


alla  pttg.  a3  nell’  ultimo  rigo , ove  dicesi  impossiéilità. 

Poiché  r osgctto  che  mi  ho  proposto  con  questo  mio  prom-amma  è quello 
(!'  istruirò,  e non  altro,  conviene  che  mi  occiqvi  a conientaro  quel  hiouo  di  Pappo, 
dì  cui  nc  aveva  alla  pag.  22  recata  solamente  la  parte  , che,  mi  occorreva  , 
per  mostrare  a chi  si  appartenesse  la  determinazione,  ne'  problemi . M.i  avendo 
I<oi  avvertito  , dall'  impropria  rijposld  al  Pì-ograiuma.  che  rii  eh’  ejili  soe;;iunqne 
sia  stato  malamente  da  coloro  inteso  , per  diretto  di  conoscenza  nella  (ìeometria, 
mi  sono  creduto  nel  dovere  d'inierpetrarslielo  convenevolmente  . f!  luo;;oper 
intero  è il  seguente:  Pappo  indrizzando  a Crati>te  suo  amico  , e geometra  per- 
spicasUsimn,  questo  terzo  libro  delle  CoUtzioni,  gli  dico  : C*"'  cero  pnponil  prò- 
Utma  , sifUMlei»  indoclut  til , tl  imnino  ruJù  , quamquam  pn/ional  iJ  , ^«oJ 
ronztrnt  quoJammoJo  non  poitil,  diqnu$  ernia  til,  et  cit(;ia  vaeat.  Quatrentii  min»  ■ 
e^feiam  est , «1  hoe  determinare,  et  id  quod  fieri,  et  quvd  mÌMÌ«i»  feri  j>ottst  ; et  $i 
fieri  pokel  quando  , et  quomodo , et  qaolupliciier.  feri  jiotttit.  Fin  qui  il  prccolto  di 
Pappo  è assoluto  , ini  accorda  al  geometra  , ed  al  non  geometra  il  propone  prc- 
b'.emi  come  gli  piace,  dando  ad  obbligo  ilei  risolutore  il  dimostrarne  1'  impossibi. 
liti  , 0 assegnarne  la  compiuta  determinazione  , Ed  avvertasi  pure  , che  il  greco 
autore  , la  cui  dottrina  è quella  di  tutta  la  scuola  antica  , con  quel  conjtrwi  quo- 
dammodo  non  pnitit , riferisce  il  suo  precotto  alC  astnluta  imponihitilà  , sicché 
debba  esservi  ripugnanza  geometrica  nelle  condizioni  del  problema  proposto  ; « 
come  di  chi  per  esempio  proponesse  a costruire  un  triangolo  con  tre  retto  , chu 
fossero  come  i numeri  5 , 3 . 2.  Poi  cosi  ripiglia.  Quod  ei  quii  imperito  propo- 
fMt,  cum  mathemalicai  tcientiae  profiieatur,  fio»  eit  extra  cutpam.  Ed  ora  , esau- 
rito inUramenlo  quel  primo  precetto  , nc  incolpa  chi  essendo  matematico  prò-  ^ 

ponesse  imperitamente  un  problema  . Ma  qui  egli  non  si  arresU  , c subilo  entra 
a dichiarare  quell"  imperi/ammle  cosa  vide»se,  soggiygnendo  al  suo  amico:  Aupcr 
fiiidan  eorum  qui  mathematieae  ecientiai  proftentur  , per  tuoi  problemalum 
propoeilionee  imperile  nobie  detenninarunl  ; de  quibut , et  limitibui  opnrtebat  noe 
ad  luam  , et  etudioeonim  ulUitatem  in  lertio  libro  CoUeclionum  matkematicarum 
liemontraiionet  affeire  . Primum  igitur  problema  , quidam  ,iti  magnai  geometra 
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ìnMift  dcUrminavU  ( si  noti  cb«  non  dico  pmpvuU  ) ; ettnim  Jalit 
duabus  rtetii  lineis  duai  mediai  propoHionaUl  in  continiui  analogia  incinirt  se 
SI  nniT  PER  PLAXORCX  cuxTERPLXTio:<Ea.  L' im/)erit<  dunque  è relativo  ad 
un  che  voleva  risolvere  come  piano  il  proUenu  delle  due  medio  proporzionali  , 
▼ale  a diro , che  prctondcvanc  una  risoluzione  contraddittoria  alla  sua  natura  , 
E chi  di  noi  non  dico  lo  stesso  do’  nostri  Irùtgalori  e duplicatori  ; e farebbe 
torto  ad  un  geometra  die  ciò  pretendesM . Se  dunque  nel  proporsi  ripetutamen- 
te il  problema  sulla  piramide  da  mateinatici  distinti , ti  è pretesa  qualche  cosa 
contraddittoria  ajla  natura  del  problema  , i risponditori  al  p^ramma  avranno 
ragione  di  prevalersi  del  luogo  di  Pappo  ; ma  se  nulla  di  ciò , ò un  audacia  il  por- 
re innanzi  un  lesto  di  greco  maestro , che  cesi  non  sanno  ni  meno  iotondere  . 
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' STÒniA  E Vicende  ' 


, PRÒGR AMMÀ 


\^ersola  fine  dell'anno  i838  furono  gentilmente  in-* 
\lati,  dall’  Accademia  di  Pietroburgo  , al  nostro  Tstitu- 
ìo  d' Incoraggiamento  , alcuni  volumi  de’  suoi  nuovi 
Atti  , tra’  quali  era  il  primo  delle  Mèmoires  présen~ 
ìècs  a T Académie  par  dioers  Saoans  . Trovatomi  in 
queir  adunanza  nel  presentarsi  Qn  tal  dono  , fui  spin* 
to  a frugar  qne’  volumi,  per  rilevarne  ciò  che  di  recen- 
te vi  si  fosse  fatto  inserire  da  una  delle  principali  Ac- 
cademie di  Europa  , la  quale  Gn  dalla  fondazione,  sta- 
bilita dall’  imaiortal  Pietro  il  Grande  , e proseguita 
Sotto  gli  auspicj  , e gl'  incoraggiamenti  di  un’  illustre 
sovrana  protettrice  delle  scienze.,  e de’  dotti  uomini, 
che  da  per  ogni  dove  richiamovvi,  colmandoli  di  ono- 
ri e distinzioni  , aveva  incessantemente  prodotti  lavo- 
ri  egregi;.»  ..  , . 

* i.'Accad«aiM  imperale  di  Pietroburgo  (a  iNkuita  Ut  Pietro  1.  Mt  lYftbi 
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Or  tra  le  memorie  di  Malematiclie  del  volume 
testé  indicato  , escilo  in  luce  fin  dall’  anno  i83i  , 
eravane  una  di  un  distinto  professore  nell’  Università 
di  Mittau  in  Curlandia  , il  f^.PaucA^er,  del  quale  mi 
era  prima  pur  ignoto  il  nome  ^ poiché  noi  viviamo  iso- 
lati in  fatto  di  scienze  , nè  può  un  privato  cultore  di 
esse,  principalmente  delle  Matematiche,  esser  bastan- 
te ad  aver  estesa  corrispondenza  al  di  fuori,  ed  a prov- 
vedersi tutte  quelle  opere , che  a tenerlo  al  corrente 
del  loro  stato  richìeggonsi.  Era  quella  intitolata  : Mè-  ^ 
moire  surune  question  de  Géométrie  relative  aux  Ta- 
ctions  des  cercles  , e riguardava  un  problema  degno 
della  considerazione  di  noi  italiani  , perchè  tra  noi 
proposto  la  prima  volta  , e trattato  , col  cominciar  del 

ma  (a  morte  immatura  di  queato  raro  e gmoroeo  Sovrano  non  iveodoli  pct>- 
messo  veder  compiuta  la  sua  sublime  opera  , aupplivvi  eoo  pari  impegno  o 
consiglio  la  sua  iromortal  consòrte  Caterina  , nel  acgnente  anno , chiamando- 
vi tra  gli  altri  bislgni  dotti  itraBierLiduoiBamouli,  Nieatia,‘«  Daniele  , i quali 
le  proecorarono  il  vantaggio  incalcolabile  di  attirarvi  liqnardo  Eidero , cbo 
dopo  aver  arricchita  di  segnalati  lavori , e diatioU  suoi  allievi  quell'  Accade- 
mia , hsefona'orcde  di  grandissimo  numero  di  Memorie  , che  con  dispiacerò 
cWdctti  non  vég^Mtl  pubblicare,' > > 

. Questo  corpo  dntioto , ebe  forma  l' areeopago  delle  scienze  per  tutto  l’ im- 
pero Russo  , è stato  non  ha  guari  [con  un  miAoss  imperiale  , del  di  8 gennajo 
1838  ) portato  ad  un  grado  si  alto  di  splendore  , che  onora  veramente  la  di- 
gnità di  quel  Sovrano  , la  nazione  , egli  scienziati , che  sono  stati  prescelti  it 
dirigwp^'lplrujtia». 
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corrente  secolo  , in  una  delle  più  illustri  società  di 
scienziati  ^-che  non  cesserà  mai  di  prosperare  • perchè 
n’  è tale  1'  istituzione  da  porla  a coperto  dalle  gelosie 
e gare  di  coloro  , che  nelle  altre  or  riescono  ad  intru- 
dersi senza  alcun  merito  \ e che  non  potendo  essi  a- 
dempiere  a’  loro  obblighi , brigano  , e disturbano  che 
altri  il  facessero  Accresceva  in  me  l’ impegno  a con- 
siderar questo  lavoro  la  sua  affinità  a’  problemi  delle 
Tazioni  d^li  antichi  , pe’ quali  il  nostro  Pergola  ave- 
va data  una  generai  soluzione  geometrica  , veramente 
degna  de’  bei  tempi  dell'  antica  scuola  greca  , e di  quel 
gran  geometra  , che  primo  aveva  impreso  a trattare  tal 
famiglia  di  problemi  e mi  recava  sorpresa,  che  nè  À- 
pollonio  , nè  altri  de’  valentissimi  geometri  di  que’  tem- 
pi , e posteriori  , in  tanta  copia  di  ricerche  fatte  sa 
quelli , avesse  mai  a questo  pur  pensato.  Richiesi  però 


* Di  un  tal  problema  propoato  del  celebre  matematico  MalfaUi,  dal  cui 
neme  è alalo  poaterionnente  detto , potrà  vederaeoa  la  atoria  nello  mie  Con- 
rùlrnuwni  geomelnehe  aul  fropramma,  [Vedi  la  parte  I.  delle  iVodtutoni  «u 
di  eaio  . ) 

’ Le  solnaiooi  del  Fer^ola  di  queati  praUami  furono  da  me  presentato 
alia  nostra  R.  A.  delle  Scienie  fin  dalla  sua  istituxione  nel  1808,  e pria  che 
tcoissero  pubblicale  nel  voi.],  de' suoi  Atti,  le  diodi  fuora  in  un  opuscolo, 
che  ville  la  luce  nel  1809,  dalla  Stamperia  Reale , del  quale  essendo  stati  ti- 
rati pochi  esemplari,  fu  però  , per  comodo  di  coloro  che  il  rìchicdevaiio  , iOf 
serfto  anche  ocila  Biblioteca  Analitica  ( fehb,  1810  ). 
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il  volume  suddetto  al  bibliotecario  di  quell'  Istituto  j 
eh*  è uao  de’ nostri  più  dotti,  e distinti  concittadini  * J 
cd  egli  avendomelo  gentilmente  confidato,  mi  posi  su- 
bito a percorrere  l’ elaboratissima  soluzione  del  Pau- 
eber , che  ad  ogni  passo  scorgeva  divenire  una  ricca 
miniera  di  nuove  , e belle  verità  su’  contatti  de’  cerdii 
tra  loro  , e co’  lati  di  un  triangolo  ove  intendaiisi  con 
date  condizioni  iscritti  j il  che  spingevami  sempre  più 
sd  attentamente  considerarla.  Rivoltomi  dunque  a ciò, 
c messomi  a svolgere  l’ analisi  del  problema  , ne  fui  fra- 
stornato dalla  complicazione  delle  figure,  e moltiplici- 
tà  delle  linee  intersegantisi  in  un  medesimo  punto  , non 
die  dalla  piccolezza  delle  lettere  dinotanti  questi,  che 
]>er  r estrema  debilitazione  de'  miei  occhi , mi  si  ren- 
devano quasi  impercettibili , e producevanmi  grandis- 
sima confusione.  Non  volendo  perciò  abbandonar  la 
cosa  , che  aveva  pur  saggiata  ben  difficile  , mi  rivolsi 
all  espediente  d’ incaricare  il  mio  antico  allievo  Nicola 
'i  rudi  , assai  versato  in  ricerche  geometriche,  e passio- 


* Mi  è grato  roiuterc  quealo  «U«aUU>  di  rU{>eUo,  ed  amicizia  al  Talcatia" 
zi  no  analomico,  e naturalitU  Stefano  dette  Chiaje,  il  cui  diaUoto  inerito  vieo 
dimostrato  suoi  frequenti  lavori  (mdenli  a'^irogroasi  rapidi  dall’  ADatomia 
comparata  ; e mi  compiicelo  in  ricordare  aver  io  scorto  in  Ini  ciò  che  sarch* 
be  (iiienuto , fio  da'  primi  tciipi  dcUa'iua  modesta  carriera  , di  che  può  egli 
Cfsvnu!  il  miglior  testimone  • 


ì 


Digitized  by  Google 


VII 


del  I^vgrommd 

'QatU&imo  di  tali  scienze  , di  leggere  egli  il  lavoro  del 
Paucker , e rendermene  poi  conto  j aggiugnendo  an- 
cora, che  mi  avrebbe  fatta  cosa  non  poco  grata  , se  a- 
vesse  velato  prendersi  pena  di  rifarmi  più  grandi  le  fi- 
gure , raddoppiando  le  più  complicate  , per  eseguir 
parte  della  costruzione  sull’  una  , parte  sull’  altra  , Mi 
fu  però  di  non  lieve  sorpresa  il  veder  costui  ritornar  da 
me  , dopo  alcuni  giorni,  non  solo  con  aver  sorldisfatto 
a’ miei  desiderj  , ma  anche  presentandomi, una  nuova  e- 
legantissima  soluzione  geometrica  di  sì  difficil  problema. 

Fu  mio  primo  intendimento  presentar  quest’  egre- 
gio lavoro  all’  Accademia  nostra  , onde  far  ad  essa  da’ 
fatti  valutare  il  merito  singolare  di  questo  nostro  eoncit- 
tadino  , o di  pubblicarlo  a dirittura  , appellandone  a 
giudice  più  imparziale  , sperando  poter  così  riuscire  a 
riguadagnarlo  alle  Matematiche,  con  qualche  impiego 
in  esse; , , che  valesse  a divertirlo  dalla  pur  troppo  per 
lui  impropria  carriera  , non  vedendo  in  me  al  presente 
altri  mezzi  diretti  a produrlo,  come  per  l’addietro  mi 
era  concesso  , e de’  quali  il  pubblico  non  potrà  al  cer- 
to rimproverarmi  di  non  aver  usalo  cou  suo  sommo 
^YaDtaggio  , e decoro. 

Un  tal  mio  pensamento  veniva  però  frastornato  dal 
conoscere  pur  troppo  Fandamento  attuale  delle  nostre 
cose , da  che  mi  sono  indotto  ad  ingerirmi  U meno 
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possibile  ^ ed  era  ben  sicuro  , che  gelosi  alcuni  tra  noi 
di  vedersi  superaci , altri  temendo  ostacoli  alla  speran» 
za  di  qualche  nuova  carica  , cui  troppo  tardi  aspirano, 
altri  per  assoluta  imperìzia  , avrebbero  , dair  estrema 
semplicità  di  un  tal  lavoro  , giudicato  di  esso  sconve* 
nevolmente  , ed  al  più , senza  nè  men  guardarlo  , l’a- 
vrebbero onorato  , come  sogliono  di  altri  lavori  , di 
fniro  esercizio  discuoia. 

Parevami  inoltre  la  soluzione  del  Trudi , ed  il  pro- 
blema stesso  assai  alto  a far  cessare  le  vane  dispute  di 
prevalenza  di  metodi  nell’  inventar  geometrico  , da 
che  troppo  ne  soffre  la  buona  istituàone  , e però  deb- 
bonvi  le  Accademie  principalmente  prender  parte  j poi- 
ché destinate  a’  progressi  delle  scienze  , non  potranno 
tendere  a tale  scopo,  senza  rimuover  prima  gli  ostaco- 
li , che  vi  si  oppongono  . Volendo  dunque  spinger  le 
menti  de’nostri  cultori  delle  Matematiche  a tentare  cia- 
scuno come  meglio  crederebbe  tal  problema  , a fine 
di  far  loro  riconoscere  la  difficoltà  in  risolverlo  , e ciò 
che  un  metodo  , o l’ altro  potesse  valervi , mi  decisi 
finalmente  a dimandarne  al  pubblico  la  soluzione  : a 
che  inducevami  anche  il  credere  potersi  in  tal  modo 
rianimar  presso  noi  lo  spirito  matematico  , che  con 
sommo  dispiacere,  dopo  lunga  carriera,  vedeva  caduto 
in  un  certo  languore  . 
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• FìUoidì  ciò  nel  pensiero,  come  che  aveva  altra  volta  , 
associato  al  lavoro  del  Pergola  sulle  7<x3/on<  l'altro  ana-*  ; 
logo  da  me  fatto  svl  Conialti  sferici  % pensai  promuo- 
vere ancor  questo  di  pari  col  primo,  pro{x>nendo  a ri- 
solvere il  problema  ddC  iscrizione  di  quattro  sfere  nel- 
la piramide  triangolare  , col  quale  sarebbesi  anche  re- 
so compiuto  r altro  mio  lavoro  su  questo  solido  Nè, 
quantunque  ben  senza  taccia  il  potessi,  lo  aweatu-' 
rai  pure  senza  avervi  prima  fatta  qualche  preliminare 
considerazione,  da  che  m’indussi  a distinguerne  alquan- 
to Tenunciazione  dall’altro  alfine  sul  triangolo e men- 
tre questo  k)  aveva  detto  dato  di  specie  e di  grandezza 
quella  mi  limitai  a dirla  semplicemente  cioè  pro- 
posta’^ onde  così  mostrare  la  preliminare  determinazio- 
ne , che  abbisognava  per  risolverlo  : nè  però  pensai,  nè 
penso  sì  poco  avvedutamente  da  credere  , che  altri  a- 
vessero  mal  proposto  un  tal  problema  , dicendo  data 
una  piramide  qualunque  ■ . 

Risolutomi  dunque  a pubblicare  un  programma,  sti- 
mai a proposito  &rvi  concorrere  una  terza  non  meno 

‘ * Vegg.  r Xàdixifm  aUt  micvt  lottuiW  A’  preUtmi  itttt  Ttuiom  Jd 
ftrjoU  , pubblicaU  od  1800 , e U Uemoria  m‘  toMaUi  $fni€i  iiiMrUa  nei 
voi.  1.  dr' noflri  Atti. 

' Memori*  mila  firamUt  lriangolan-(  Atti  voi.  I.  ). 

’ Si  kggno  « quello  proponto  lo  CmntsmntM  ec.  d*  p»g>^01  • SI. 
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importante  qulsUone,  ancor  assai  confacente  al  mio  sco^ 
po  soprindicato.  É stato  sempre  costarne  in  nostra  scno> 
la  di  non  abbandonare  un  (pialanque  soggetto  cui  si 
fosse  rivolti,  senza  aver  fatti  tutt’  i tentativi  per  ridurlo- 
alla  sua  maggior  perl^ione , e presentarlo  in  ogni  sua- 
parte  compiuto.  Or  è assai  noto  , che  fin  da  circa  cin> 
quant'  anni  fa  si  distinse  grandemente , efeoesi  valuta- 
re per  geometra  di  gran  valore , nella  tenerissima  età 
di  sedici  anni , il  nostro  Annibale  Giordana  , quan- 
do egli  era  sotto  h direzione  del  Fergok  , con  1’  e- 
legante  soluzione  , che  presentò  a’  matematici  di  Eu- 
ropa , del  famoso  problema  del  Cramer  , esteso  di  più 
al  poligono  da  descriversi  nel  cerchio,  fatta  inserire  dal 
celebre  Lorgna  tra  ìeJifemorie  della  Società  Italiana^ 
nel  vol.lV.  di  queste  j il>che  fu  sprone  a valentissimi  ■ 
matematici  di  occuparsene  ancor  essi  '.  Ma  dopo  il  gi- 
ro di  venti  anni  , essendosi  da  noi  ripigliate  le  ricer- 
che  sullo  stesso  problema  , che  mossero  poi  ,-coice  ab- 
biam  ragione  di  so^fjettare  , a concorrervi  i o(dtivatori 
de’  mmvi  metodi  * , dimandavamo , che  una  volta  , a 

' f e'  pntìMlarì  di  queito  argomeoto  si  potrà  loggoro  h porte  U.  deh 
le  CsMùhrasìMH  ce. 

> Si  riscontri  U nota  (l ) oiredis.  2.  del  Pnjramma.'B  qui  mi  sia 
permesso  di  {ugseemeote  seeenoare,  che  con  piacer  sommo  . dalle  più  re< 
«reti  opere  da  Wimi  de'  pih  distildi  aaaliiti  di  oUremoiiti  pubbiicaie  ^ 
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«l«coro  «Iella  scienza  analitica' , si  compisse  con  la  eoa* 
>'enicnte  costruzione  , 1'  elegante  soluzione  algebrico* 
■■  geometrica  , che  di  quei  problema  aveva  presentata  al» 
l’Europa  l’illustre  Lagraiige  , arrestandosi  all’  equa-* 
zione  {>er  essa  , della  quale  non  meno  che  1’  Eulero  a* 
\eva  dubitato  potersi  convenevolmente  costruire  , e ’l 
suo  discepolo  Lexell  invano  se  n’  era  indefessamente 
x)Ccupato.  Rivolte  a ciò  le  sue  assidue  cure  il  suddetto 
Trudi , era  finalmente  riescito  in  mirabil  modo  ad  ot- 
tenere «[uella  tanto  desiderata  , e per  tanto  tempo  in- 
vano tentala  costruzione  : ed  era  ancor  essa  un  chiaro 
argomento  de’  vantaggi,  che  presenta  a’  coltivatori  della 
moderna  analisi  una  precedente  solida  istituzione  geo- 
metrica. Per  tutte  queste  ragioni  stimai  espediente  ri- 
proporre la  dimanda  di  tal  coslruzione  per  altro  que- 
sito del  programma  , costituendolo  con  tre  difficili  ri- 
cerche. £ per  mostrare  qual  soddisfazione  provasse  il 
mio  animo  in  vedervi  concorrere  la  gioventù  nostra , 
addiceva  a ciascuna  risposta  il  tenue  pernio  di  una 

Vìm  eoa  qoil*  impegno  tienti  da  qnalcbe  lempo  dati  a eoHìTare  lo  (todio 
degli  antichi  goometii  , e tinaie  imiDeoso  profiUo  ne  abhian  tratto , per  la 
etico*»  aaalilico-geometrica  ; il  che  noti  yì  tarè  alcuno  che  poaaa  negare  ea* 
«tir  ia  gran  parte  dovuto  alle  noatre  ripetute  ipiote  , come  avremo  più  volta 
«ctaafawe  di  far  alttove  più  dùtiiiUneaie  rilevare  . 

OfHHtU  iJaitmUià  Mia  ScutU  M Ftrgota  «i  pog.  3S. 
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medaglia  dì  oro  del  valore  di  ducati  6o , non  Gorrie^ 
pondeote  al  merito  del  lavoro , ma  alla  tenuità  de* 
miei  mezzi , che  appena  permettevanmi  far  lo  sforzo 
di  tal  promessa. 

Preparatomi  a tutto  ciò  , richiedevasi  inoltre  , che 
un  qualche  corpo  distinto  di  dotti  guarentisse  1’  esatto 
adempimento  di  quanto  nel  programma  promettevasi, 
per  r imparzialità  del  giudizio,  e la  sera  poiosa  conser- 
vazione del  segreto  , per  coloro  i cui  lavori  non  fosse- 
ro risnltati  approvabili  , bruciandosi  religiosamente  le 
schede  de’  loro  nomi  : inoltre  che  de^  la  maggiore 
pubblicità  possibile  a tale  operato  , e lo  rivestisse  di 
decorosa  e conveniente  formalità  ^ ed  io  non  esitai  pun., 
toa  pensare,  che  a tali  iificj  potesse  prestarsi  la  no- 
stra R.  A.  delle  Scienze  . Composto  dunque  il  pro- 
gramma gliel  lessi , nel  marzo  1839  , e rimasi  compia- 
ciutissimo in  vedere  con  quale  attenzione  essa  ascol- 
tollo,  e della  bontà  eh’  ebbe  di  permettere,  che  il  pub- 
blicassi nel  modo  da  me  richiestole  , e che  vedesi  e- 
spresso  in  fine  della  stampa,  che  ne  diedi  fuori  col  ter- 
minar r aprile  di  un  tal  anno  . Fu  esso  generalmente 
ben  accolto  in  tutto  il  nostro  regno  , al  quale  solamen- 
te ne  limitava  la  proposta  , colpe  il  dimostrano  bep 
nove  risposte  , che  da  diversi  luoghi  di  esso  pervenne- 
ro air  Accademia  nel  tempo  prefisso  : nè  a ciò  dee 
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eccezione  quella  che  irregolarmente  fu  pubblicata  in 
Trapeli , e della  quale  ancor  più  , che  non  convenivasi, 
si  è detto  nella  parte  precedente. 

Or  io  , nell’  agosto  seguente,  leggeva  all’  Accademia 
la  prima,  e la  seconda  parte  delle  mie  Considerazioni 
sul  programma  , esponendo  in  breve  la  storia  delle  qui- 
stioni  proposte,  i motivi  che  mi  avevano  indotto  a pre« 
sceglierle  , e ciò  che  per  l’ innanzi  su  di  esse  crasi 
da  valentissimi  matematici  operato , non  senza  notarvi 
alcuna  cosa  sul  proposito  , preparando  così  a’miei  col- 
leglli la  materia  per  l’ esame  che  dovevan  fare  delle 
Memorie  presentate.  Indi  pubblicava  tali  Considera^ 
zioni  , che  riunite  poi  da  due  miei  allievi  ad  altre 
lora  produzioni  relative  allo  stesso  argomento  , han 
formata  la  parte  I.  delle  Produzioni  sul  programma. 

Intanto  le  risposte  jiervennte  all'  Accademia  girava- 
no per  le  mani  de’socj  , e la  classe  matematica  essen- 
dosi più  di  una  volta  riunita  per  1’  oggetto  , sebbene 
non  al  completo  di  essa  , aveva  avuto  occasione  di  ri- 
levare , che  appena  Ire  di  quelle  relative  al  primo  e se- 
condo quesito  eran  degne  di  molta  considerazione  , 
mentre  le  altre  erano  a dirittura  e(|uivocate  , o rignar- 
davano  qualche  caso  particolare  , e quasi  intuitivo  } 
ed  io  , che  per  serbarmi  imparzialissimo , non  aveva 
.voluto  affatto  prender  parte  in  tal  esame  , non  dubita- 
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va  che  le  tre  , che  si  accennavano  , fossero  quelle  ap> 
ponto  delsig.Trudi , da  me  fatte  presentare. 

Or  altre  occupazioni  della  classe  matematica  , e più 
rilevanti  impegni  dell’  Accademia  menavan  per  lun- 
ga la  faccenda  del  programma  , ed  erasi  già  di  molto 
ecceduto  lo  stadio  di  tempo  assegnato  in  esso  , ]>er 
pubblicarsi  la  decisione  , che  quella  doveva  dare  , 
ed  i premj  a conferirsi  ^ per  lo  che  vedendo  io  l’ af- 
fare ridotto  ne'  termini  di  sopra  accennati , e che  non 
essendovi  alcuna  concorrenza  con  le  risposte  del  Tra- 
di , la  decisione  del  premio  doveva  di  necessità  risul- 
tare in  costui  favore  , presi  1’ espediente' di  ringraziar 
r Accademia  , ed  i miei  colleghi  della  classe  matema- 
tica della  pena  che  si  erano  compiaciuti  prendere , ri- 
chianoando  a me  solo  il  compimento  di  siffatta  fapcen- 
da  . Ed  affinchè  chiunque  potesse  giudicare  dell’  im- 
parzialità del  giudizio  sulle  risposte  , le  ho  raccolte  in 
un  volume  , consegnandolo  alla  Biblioteca  Reale  Bor- 
bonica , insieme  alle  schede  co’  motti  delle  memo- 
rie , che  non  hanno  soddisfatto  a’  quesiti , le  quali 
sono'  stale  religiosamente  bruciate  innanzi  la  Giunta 
incaricata  della  direzione  di  questa. 

E poiché  due  delle  tre  memorie  presentate  dal  Tra-  . 
di  riguardavano  la  costruzione  dell'  equazione  del  La- 
grange,  cioè  il  primo  quesito,  Tana  col  motto  Obscura 
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del  Programma 

promens,  la  quale  presentava  dopo  ranallsi  del  Lagran- 
ge  , la  desiderata  costruzione  a modo . geometrico  , ed 
indi  ne  dava  la  dimostrazione  ,*  1’  altra  , che  con  pro- 
gresso analitico  deduceva  quella  costruzione  dall'  equa- 
zione suddetta  , e nella  quale  la  dimostrazione  ottene- 
vasi  facilmente  invertendo  1’  analisi  già  fatta,  e questa 
avea  per  epigrafe  : Qui  variare  cupit  rem  prodigialiter 
unam  : nè  dovendo  di  esse  , per  la  loro  identità  , 
ritenere  che  una  soia  , ho  creduto  preferir  la  seconda  , 
in  cui  il  metodo  di  ricerca  vedesi  più  naturalmente' 
espresso  . L'  altra  memovia  , col  motto  : Ordinis  /tace 
virtus  eril , riguardava  il  secondo  quesito  , cioè  il  pro- 
blema del  Malfatti  , di  cui  se' ne  dà  finalmente  , come 
può  ognuno  giudicarne  , una  soluzione  geometrica  as- 
sai elegante  , ed  elementare , qual  richiedevasi  dalla 
natura  del  soggetto.  • - 

Giunto  a questo  termine  , senza  esitar  affatto  sul  ri- 
snltamento  ottenuto,  cercai  adempier  subito  all’ obbligo 
contratto  verso  il  Trudi,  pe’  premj  da  lui  assai  ben  me- 
ritati, rimettendogli  la  corrispondente  somma  di  d.  1 30, 
accompagnandola  con  un  mio  biglietto:  ma  egli  avendo- 
la ostinatamente  ricusata  ne’  modi  i più  gentili,  ed  ob- 
bliganti , ho  preso  1’  espediente  di  cambiargliela  in  libri 
classici  di  nostra  scienza,  che  sapeva  pur  troppo  averne 
egli  hist^no  poiché  doveva  continuamente  andarli  a 
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'Storia  e vicende 


studiare  iu  r[oalclie  pubblica  biblioteca  , o pure  im- 
proDtarli  da  me . 

' Adempito  per  tal  modo  alla  uieglio  a quanto  nel 
programma  crasi  promesso,  e contento  del  risultamen- 
to,  che  ne  ho  ottenuto  , attraverso  anche  delle  basse  e 
poco  decenti  contrarietà  tollerate  ^ jwichè  non  può  ne- 
garsi , che  da  esso  una  spinta  siesi  data  a’  nostri  culto- 
ri delle  Matematiche  in  appigliarsi  a lodevoli  esercizj  , 
e la  scienza  vi  abbia  guadagnato  il  chiesto  compimento 
della  soluzione  al  famoso  problema  del  Cramer,  dive- 
nuta degna  della  più  alta  considerazione,  sol  perchè  e- 
scita  dalle  mani  di  un  uomo  insigne,  qual’ era  il  La- 
grange,  e da’  sommi  matematici  contemporanei  riputata 
difficilissima;  senza  dir  delle  altre  ricerche  affini  di  assai 
maggior  difficoltà,  e talune  del  tutto  nuove,  delie  quali 
si  è già  accennalo  nella  dichiarazione  alla  ristampa 
del  programma  , e nelle  Considerazioni  : ed  esse  ver- 
ranno ora  a mapo  a mano  pubblicate  . Inoltre  la  Geo- 
metria si  è veduU  in  possesso  di  un  elegante  soluzione 
di  altro  problema  , che  pur  Bnora  era  stato  da  valen- 
tissimi matematici  del  presente  secolo  , con  ogni  sorta 
di  metodo  trattato  ; e dovrà  loro  riescir  grato  vederlo 
al  fin  ridotto  a perfezione  , ed  eleganza  propria  della 
natura  di  esso  ; ed  esser  anche  venule  fuori,  con  questa 
occasione,  molte  dottrine  per  l’ invenzione  geomeuica.. 
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Aveva  promesso  dì  rilevare  da  tutte  le  ricerche  fatte 
su  gli  argomenti  proposti  nel  prograiiima  un  parallelo 
de’  metodi  usati  in  trattarli  : ma  con  piacere  me  ne  veg- 
go discaricato  dall’  evidenza  in  cui  esso  or  si  presenta 
a chiunque  ponga  a semplice  confronto  le  soluzio- 
ni diverse  de’  dilEcili  proMemi  precedentemente  ac- 
cennati 3 e dopo  tutto  quello  , che  in  diversi  luoghi 
della  ]>arte  I. , e nelle  note  alle  Sezioni  Coniche  ana- 
litiche del  Pergola  ( 3.  ediz.)  n'  è stato  per  incidenza 
detto,  e l’altro  ancora  , che  può  utilmente  raccogliersi 
dalle  elaborate  ricerche  geometriche  eseguite  in  vario 
modo  , con  1’  antica,  o la  moderna  analisi , da’  valen- 
tissimi nostri  geometri  Nicola  Trudi,  e Francesco  Gri- 
maldi (*).  Alle  quali  evidenti  jvrove  di  fatto  , attissime 
a mostrare  ad  evidenza  fandamento  di  ciascun  meto- 
do antico  , o moderno  per  l’ invenzione  geometrica  , 

(.')  1 ItTori  geometrici  del  Tradì,  che  noi  qui  accenniamo,  eooo  i aeguenti 

I. **  Sette  polari  eonich*  ntiproeào. 

II. o  Toartmi  rullo  Suioni  Coiueik*  uHU  alla  rtrohaiont  eh'  éiljfeiK 
proUtmi  , 

III. ®  n lemma  'Sin.  del  /.®  Ktro  delle  Tazioni  di  Appo  eetero  aUo 
emroi  eemeke  , td  appUoato  alta  eelueùmo  di  di/Jìeili  problemi  , 

IV. ®  Sutr  iterinone  di  politimi . «hi  date  eondiiioni  . «ii  ««o  cur- 
va ccatca  . 

Quelli , poi  del  Grimaldi  eoaiUhmo , per  ora  -,  in  una  tedia  dipnMm 
mri  loltde  con  f mtictt,  eia  moderna  analiei.^ 


xviii 


aggiugnerò  una  generale  esposizione  di  essi  nei- ripro- 
durre, nel  voi.  I.  degli  Opuscoli  Matematici  da  me 
già  annunziati  , quella  dissertazione  sul  Metodo  in 
Matematiche  ec.  , che  fin  dal  i8aa  pubblicai  , dopo 
averla  letta  alla  nostra  R.  À.  delle  Scienze  . E per 
la  stessa  ragione  , mi  asterrò  dal  recare  in  questa 
pubblicazione  del  programma  le  ricerche  sulla  de- 
terminazione ne'  problemi  geometrici  promesse  nella 
]>arle  I.  di  esso  , non  volendo  per  ora  , che  adem- 
piere , il  piò.  subiumente  che  mi  è stato  permesso  » 
air  obbligo  contratto  la  prima  vòlta  che  il  proposi  > 
per  indi  rimettermi  nel  cammino  regolare  de’  miei  la- 
vori , principalmente  per  la  pubblicazione  degli  O- 
piiscoli  suddetti. 

Dopo  tutto  ciò  non  mi  resta  , che  raccomandare  a’ 
nostri  geometri  la  soluzione  del  terzo  quesito  , ricor- 
dando loro  , che  non  sia  esso  il  primo  problema  , che 
mostratosi  da  principio  riluttante  a tutti  gli  sforzi  di 
valenti  matematici  , sia  stato  finalmente  conquiso  in 
modo  , da  guardar  con  ribrezzo  la  fatica  duratavi  , e 
le  difficoltà  incontrate  . E per  non  uscir  dal  presente 
argomento  , l’ un  de’  casi  è per  l’ appunto  quello  del 
problema  del  Cramer  ; e prego  coloro , che  vorranno 
occuparsene  , a tener  presente  ciò  che  fu  detto  nelle 
Considerazioni  ec.  pari.  I.  (^.  a5  e 26  .) 
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AL  I.  QUESITO  DEL  PROGRAMMA 


RISPOSTA 


NICOLA  TRODI 

COL 


(/ki  furiare  eupii  rem  prodì^ìaUter  mimin. 
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.QUESITO  1.’  ’ » 


B S I 


1 .'f  i . 

Il  ' / 1 f I ■<•  . .. 


P R .0  _G  R A M H ▲ 


M Estiire  la  corrùpondente  convenevole  cottruzione  geometri~ 
» ca  della  soluzione  analitica  data  dai  Lagrange  dtìyrfAìema 
n di  : Iscrìvere  in  un  dato  cerchio  an  triangolo  i coi  Iati  paa- 
u sino  per  tre  ponti  dati  , non  dipartendosi  affiuto  da  rpume- 
M desimi  principj  da  qtsel  sommo  analista  stabiliti  , per  per- 
u venire  air  equazione  finale  del  medesimo  ;e  compiervi  poi  con 
» gli  stessi  principj  la  dimostrazione  analitica. 

Or  io  volendo  conformarmi  alla  maniera  precisa  e categori- 
ca , come  tal  quistione  è enunciata  dal  proponente,  ho  esibita 
in  altra  mia  risposta,  contemporaneamente  a questa  presentata, 
col  motto  Obscura  promens  , la  costruzione  e dimostrazione 
nel  modo  richiesto  . Dopo  ciò  ho  stimato  conveniente  di  pre- 
sentare ancora  lo  sviluppo  semplice  e diretto  dell’  analisi 
del  Lagrange  , che  mi  ha  condotto  alla  dimandata  costruzione, 
lasciando  alla  liberti  dell’  Accademia  il  vedere  quale  delle  due 
risposte  , identiche  nello  scopo , sia  da  esser  preferita  , se  pu- 
re le  troverh  tali  da  meritare  la  sua  approvazione . 
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SOLUZIONE  ANALITICA 

AStOZZATA  DAI  LAGKANCB  PEL  PBOZLBMA  DEL  CRAMEH 
1 » 

COftBBOATA  DELLA  CORHiSPONDEffTE  COSTRUZIONE. 


...  .%•••  • 

PROBLEMA 


Iscrivere  ia  un  dato  cerchio^  un  triangolo  , i cui 
lati  passino  per  tre  punti  dati.  ■ ; 


I - 1 

Soiui. — Sieoo  A,  B,  C i tre  punii  dati  , ed  MNP  il  chie- 
sto triangolo  . Sì  chiamino  r il  raggio  del  cerchio  , A,  B,  C le 
tre  distanze  dal  centro  ai  ponti  A,  B , C ; p , ^ le  tangenti  del- 
le metà  degli  angoli  noti  AOB,  AOC  , ed  x , a , n le  tangenti 
deUe  metà  degli  angoli  ignoti  AOM  , AON  , AOP.  Premesso 
qiUisle  indicazioni,  applicando  ai  Ire  triangoli  AON,  BOP,  COP 
il  nolo  teorema  trigonometrico  , che  » in  ogni  triangolo  il  pro- 
» dotto  della  tangente  della  metà  dell’  angolo  verticale  per  la 
» tangente  della  scmidilTerenza  degli  angoli  alla  base  è quanto 
u la  differenza  de’  lati  intorno  al  vertice  , divisa  per  la  somma 
» de'  Iati  stessi  n , si  otterranno  le  seguenti  equazioni 


A — p 


A+/ 

. 

X—  p f»  — p 

B — r 

i+px  i + 

B + r 

1 

< 

1 

C—r 

l ^ qs''  t-\-  qv 

C-f  r 
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dalle  qnaU  elimloanJo  doe  delle  ìncogìiite  , risulta  un’  equa- 
zione di  2.*  grado  ad  nna  incognita  , eh’  è quella  di  cui  si  di- 
manda la  costruzione  • 

Or  è da  osservarsi , che  le  espressioni  ■---  . — corri- 

t «j.  ptf 

, „ ■ . BOP  <30P  ..  , 

spendono  alle  tangenti  degli  angoli  , e ; di  tal 

il  a a 

che  quelle  degli  angoli  — ^ , e — ^ saranno  dinotate  da 


I -}-/»>  1 -l-  c»’  ..  . , POE  /POD 

, e . Ma  SI  ha  tana.———  = tann.f 

v — p V—  q ^ a V.  s 

I • EOD  q — p . P(JE  i pv 

ed  e poi  tang - ; sora  perciò  tang. = — — t.  . 


a 1 Jfpq 
■ -f  y* <t—  P 

t>  _ q l -t-  pq 


u — p 
I -f  <;i> 


• + 


E se  facciasi  per  brc\ilb 
P — <1 


e — 9 1 +A>9 

= y,  e ? — = n ) risnlleri-.i! = ■ * ; ed  egua- 

■'  I + P<j  t +/»>  y — n 

gliato  il  raggio  trigonometrico  al  raggio  del  cerchio  dato  , in- 
contrandosi in  T le  tangenti  de’  punti  P , D , ed  in  R quelle  de’ 

punti  E , D , si  avrà  TD  = ■ = y , ed  RD  = RE  — n. 

Di  più  distwdendo  in  K la  tangente  del  punto  d , si  aviù  EK 

n 

Ciò  premesso  , si  pongano 

A — r = o , Il  — r = b , C— r=»c 

' A-J-r=a'  , il  ^r^b'  , C-prsze' 

le  equazioni  (A)  diverraii.  ‘ ^ 
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(0 

(2) 


« 

' / 


* _ n I + «r 


b' 


(») 


' * — 9 .'_L_  _ Jl- 

> + 

E ricavando  il  valor  di  / dalla  (2)  , c ridoccndo  in  convcncvol 
modo  il  risulumcnto  , esso  prenderà  la  aeguenU  forma 


pb' 


pò‘ 


I « —7 


pb 


Inoltre  r equazione  (2)  da 

Quiudi  la  (1)  colla  sosliluxione  di  qnesti  valori  di  * , z diviene 

* pb 


Si  bisechino  inUnlo  gli  angoU  AOB  , BOS  con  rette  , che  in- 
contrino in  t>  , t>'  la  tangente  in  « . Lo  stesso  si  praiiclii  cogli 
angoli  AOC  , COS  , e le  rette  , che  li  bisecano  s’ incontrino  in 

!ev  KS  p , du  = 1 
e/  =1—  , d“'=^ 


V 
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Or  è chiaro  , che  se  mùscanù  le  Bv  , Bv' , e sì  producano  in 
V , V'  sulla  languite  in  E , debbano  risultare 

, EV'bs-^. 

b .pò 

E così  distendendo  fino  ad  U , U'  sulla  tangente  in  D le  Cu  , 
Cu'  , risulteranno 

DUb=2^  , DU'ua— . 

C fC 

Quindi  congiunte  le  OV  > OV'  j che  s’ inconlxiiM)  in  z , s'  colla 
• pV  . ■ V 

tangente  in  r , si  atrà  rz  kk  — — — ■ , ed  rz'  k — ^ . 

I ^ 

■+"-T  ■-“> 

Sicché  tagHaie  le  BZ)  DZ'  eguali  respettivamente  alle  n > 


fi',  risttlteié  T Z »y- 


h 


1 n 


e TZ'sij'- 


»+  ^ 


Ci. 


b' 

'pb 


Inoltre  è chiaro , che  skno  TU  oe  — + ^ , TD'  sa  — — ^ 

Mi*  ^ ~ j ® V'K  m ~ — ^ . In  conseguenza  l’ esprcs* 

«ione  (4)  prenderà  la  seguente  forma  geometrica 
(TU  : TU')  (TZ  : TZ')  aa  (Az  : AS)  («  : *.')  (VK  : VH). 
Trovando  dunque  tra  i quattro  punti  U , Z , U' , Z'  dati  sulla 
tangente  m D il  punto  T tale,  che  stia  TU  X TZ  : TU'  X TZ'  ia 

ragion  composta  delie  date  ragioni  di  As  ad  AS  , di  rv  a du'  » 

D 


8 


e di  VK  a ▼'K  (*),  urk  TD  ss  y s=  . E condotta  al  c«r» 
cluo  la  tangcnto  TP } sark  P on  vertice  del  iriu^olo  lidtiesto. 


(’)  Questo  problema  di  facile  solosiooe , cui  vedesi  chiaramente  r 
dotta  ia  dioundata  costruzione , trovasi  risolato  dai  Simaon  tra  quel 
del  Lib.  11.  d»  itetioM  determinala  : sicché  la  nostra  costruzione  ve 
desi  Delie  forme  pi&  convenienti  alla  shitesi  eseguita  . Ed  è beile  av 
vestire  , che  i duo  punti  che  ai  ottengono  dalla  soluzione  del  problema 
di  riduzione  , verranpo  ad  assegnare  i vertici  de'  due  triangoli , che  sod> 
disiano  al  problema  principale  ; e però  la  eostituiono  cercata  àyri  Ut 
sua  piena  e compiuta  detenniiiaiukmc . 
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SOIiUZIONE  GEOHETRICÀ 

KMVATA  da’  MEDBSINI  PBINCIM  , Sc’  QCALI  i IA8ATA 
LA  MLUZIONE  AKALITICA  DEL  LACEAXCE. 


L B m m A 1' 

Due  àngoli  dOM , dOS  al  centro  di  un  tìtrchio  , Siene  ii«ecA>  * fig.  ■?> 
ti  dalle  Ot , Ou,  che  incontrino  in  t , u la  tangente  in  d.  Indi  si 
tirino  le  vS , iMh-e  si  elevi  tu  di  Ou  la  perpendicolare  Ou' . Si 
avrà  sempre 

tu'  : (u  ::  du'  : hS^ 

Dim.  — Si  prodaca  U Òt  Bdo  ad  ibconlrare  la  uk  parallela 
ad  ps  tangente  io  y . Areodosi  uk  : yt  ::  Ou  : Oj' , OTverO 
t:  Ou  : Od  ) op|wre  :i  Ou'  : du',  a canea  della  lonùgliaiiza  de’ 
triangoli  rettangoli  Odu  , Od'u  , si  arrii  Ou'  : uk  ii  du'  ’.ys  > 
ma  sta  Ou'  : uA  ::  tu'  : (w  ; starà  perciò  tu'  : tu  ::  du'  iys  . Io- 
tanto  essendo  th  tangente  del  cerchio  in  M , sarà  1’  angolo  tOÀ 
metà  di  dOS , e quindi  eguale  tanto  a dOu , quanto  ad  uOS. 
Risultando  dnnqne  l’ angolo  sOy  aguale  si  all’  angolo  MOA  che 
all’  altro  AOS , risalterà  pure  ye  eguale  ed  Aa  ; e u avrà  quindi 
tu'  : tu  ::  du'  : hS> 
come  si  è proposto  a dimostrare. 
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•pg.  3. 


■ 0 S SM  »r  À t t»H  M 


Questo  lemma  noo  è che  la  formola  trigonometrica 

tang.{  ^ ± ^ ^ W 

I ^ tan^.n.tatig.p 

tradotta  in  proprietà  geometrica  . Ed  in  vero  designando  per 

1 il  ra^io  Od , risaltando  dm' ss  ~ , si  ha  tu'  = JL  + dt 

du  dm 

I -f*  du.dt  . 1. 

w*  — , g tu  = du  — dt , Quindi  per  1 analogia  rileva- 
ta nel  lemma  , avendosi 
I du.di 


du 


: du  — dt  : A8 

du 


SI  arra 


ASs 


du  — di 


1 du.dt 

Se  dunque  s’ indichino  con  » , i dug  angoli  dOu  , dOt  si 
rileverà 

AS  = tani7.(  » - /3  ) ==  J22LlZlff2L£. 

1 -|-  tang.m  tang  ^ 

E qualora  il  punto  M cadesse  dall’  altro  lato  del  punto  d , corno 
in  M',  si  rileverubbo 

h'S:=:lang.[m+P)^±^!i±±J^!l£. 

1 — tang.m  tang.fi 


L M 


M M À 


2‘ 


Da  un  qualunque  punto  C preso  sul  diametro  dD  sì  tiri  al 
cerchio  una  secante  CMP  . Se  a’  punti  M , P si  applichino  le 
tangenti , che  s' incontrino  in  t , T con  quelle  de’  punii  d ,D  ^ 
i Ire  punti  C , t , T staran  per  dritto. 
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t ^ 

OssgurAtioitx.  ' ~ 

Quello  lemma  è un  caso  partioolaie  del  lemma  3.*  nella 
seguente  risposta  al  secondo  quesito  ; e potrà  ivi  leggersene 
la  dimostrazione . Ma  intanto  de^è  osseirarsi  , che  desso  nel 
caso  presente  è un  altro  noto  teorema  trigonometricò , volto 
del  pari  a proprietà  geometrica  , cioè  : In  ogtii  triangolo  la 
somma  di  duo  lati  sta  alla  loro  differenza,  come  la  tangente  del- 
la semisomna  degli  angoli  alla  base  sta  a guella  della  loro  sc- 
ntidiffercnza  , E , sol  che  si  uniscano  le  OP  , OM  , ciò  sì  ve- 
drà chiaramente/  Imperocché  , considerando  CP  come  base  del 
triangolo  COP  , sarà  CD  la  somma  d^li  altri  due  lati , CJ  la 
loro  differenza  ; DT,  tangente  della  semisonima  degli  angoli  alla 
buse  , e di  tangente  della  loro  semidiffarenza . Quindi  si  avrà 
Cl)  : CJ  ::  DT  idt  •,  d’ onde  segue,  che  i tre  punti  C , < , T , 
debbano  star  per  dritto  , 

etifdusi  rsst  là  soldsionx  cbométiucà. 

Sieno  A , D , C i tre  punti  dati , od  MNP  il  triangolo  riebio- 
slo  . Uniti  questi  punti  col  centro  , le  congiungeuli  AO  , BO  , 
CO  si  distendano  in  S , E , D . Ciò  posto  sia  u il  punto  d' in- 
contro delle  tangenti  in  d , S , ed  al  punto  M si  applichi  la 

tangente  rMA  . Elevala  su  di  Ou  la  perpendicolare  Ou' , starà 

pel  lenona  1 .*  tu'  : tu  du'  ; hS  ; nu  su  uniscansi  le  Ck  , 

C«',  e si  distendano  fino  ad  U,  U'  sulla  tangente  in  D,  che  in- 
contri in  T la  tangente  del  punto  P , dovendo  star  per  dritto  i 
tre  punti  C , r , T , si  ha  tu'  ; tu  TU'  : TU  ; starà  peniò 
TU'  : TU  du'  : AS  (1) 

Similmente  essendo  v il  ponto  di  concorso  delle  tangenti  in  e,  «, 


*flg.4. 
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•pplìcaU  si  ponto  N la  UngcoU  xN/*,  eleraU  so  di  Ov  la  por- 
pendicolare  Ov' , e prodotte  le  Bv  , Bv'  fino  a V,  V'  sulla  taii- 
|onlc  ili  E,  chp's’  incontri  in  X con  qwlla  del  pnniò  P,  si  cnn- 
cliinderli  XV'  : XV  :t  ev'  ; /«  e da  questa  analogia  , c dalla 
(I)  si  rileTorìi  poi  * 

( XV'  : XV  )(  TU  : TU'  ) :;  ( AS  ; /i  ) ( c»'  : rfu'  ) (U) 
Si  bisechi  intanto  colla  Or  l' angolo  DOE  : essendo  TOX  me- 
tà di  DOE  , sarà  quanto  lOE  ; e perciò  risultando  XOEsTOr, 
risultcì'à  pure  rii  = EX  : tagliate  adunque  le  r^  , rg'  eguali 
alle  EV , FV' , saranno  le  Lt; , Lj'  eguali  alle  XV  , XV'  . E 
se  dal  punto  T sì  meni  la  parallela  a i/^' , ebe  incontri  in  G , 
G'  le  Og  , Og' , si  avrà  XV'  ; XV  TG'  ; TGi  Inoltre  do- 
Tcndo  pel  lemma  2.*  star  per  dritto  i tre  punti  A , f,  A , si 
ha  h!>  : ft  ::  ÀS  : As.  E dopo  ciò  l’ analogia  (2)  direrrà 
( TG'  ; TG  ) ( TU  : TU'  ) ::  ( AS  : As  ) ( ev’  ; du'  ) 
Essendo  date  in  conseguenia  le  quattro  rette  ÀS  , A«  , et/,  da,',- 
sarà  data  la  ragion  composta  di  TG'  a TG  , e di  TU  a TU'* 

Or  ^ 1 il  punto  d' incontro  di  DU  con  OG , ed  1'  quel- 
lo della  stessa  DU  con  OG'  ; i triangoli  'Tl'G',  TIG  saranno 
lati  di  specie , e sarà  data  tanto  la  ragione  di  TG'  a Tl' , 
juanto  r altra  di  TG  a TI.  Quindi  sarà  pur  data  la  ragion  com- 
posta di  TI'  a Tl , e di  TU  a TU',  ossia  quella  del  rettango- 
lo di  TU  in  TI'  all’  altro  di  TU'  in  TI . Adunque  il  punto  V 
sarà  dato  ( come  da  Simson  , citato  innanai  a p.  8.  ) ; e con 
ciò  sarà  benanche  data  la  positione  della  tangente  TP  , che 
..egna  l’ignoto  punto  P< 
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AIFLESSIOm 

( 

SCllk.  rBSCBDENTK  80L0XI0NB  OCOMETBICA  DEE  PEOBLBIU 
DEL  CeABEE  , B SULLA  COSTRUZIONE  FINALIIENTB  RECATA 
all’  analisi  pel  LAGRAN6B, 


Le  precedente  soluzione  geometrica  del  problema  del  tri- 
angolo da  iscrìversi  nel  cerchio  , sicché  ciascun  lato  passi  per 
tre  punti  dati  , lo  presentata  dal  sig.  Trudi  al  proponente  il 
programma,  dopo  aver  consegnata  all’  Accademia  la  risposta  al 
1.°  quesito  tnedesimo  , uniformandosi  al  prescrìtto  nel  pro- 
gramma . 

Si  rileveih  da  essa  primieramente,  che  camminando  sulle 
orme  segnate  nella  sua  analisi  algebrica  dell'  illustre  Lagran- 
ge,  poteva  recarsi  al  problema  una  soluzione  indipendente  da’ 
lemmi  di  Pappo  , di  cui  eransi  valuti  il  Castiglioni  , 1’  Eu- 
lero , il  Fusa , il  Giordano  , ed  il  Malfatti  ; da  che  sembra- 
va , che  la  gran  diiiicolth  in  risolverlo  per  V innanzi,  foose  as- 
solutamente riposta  nel  non  essersi  imbattuti  in  quc’  lemmi  . 
Ed  fe  però  una  tal  soluzione  la  più  elegante  dì  quante  se  n’era- 
no  da  questi  valentissimi  geometri  precedentemente  date  . Ap 
parìri  ancora  da  essa  la  marcata  corrispondenza  tra  1'  analisi 
Cartesiana,  c 1 metodo  geometrico  puro  , e ’l  mezzo  di  trasmu- 
tar r una  soluzione  nell’  altsa  , dove  principalmente  alcune  for 
mole  trigonometriche  formino  la  base  dell’  analisi  , traducen  ■ 
dote  in  corrispondenti  proprìeth  geometriche. 
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Ma  conio  mal  suIVniialiti  del  Lagrangc  csìiaron  tarilo,  e 
per  sì  lungo  tempo  uomini  soiimii  , nel  passare  alla  corrispoii* 
«lente  costruzione  geometrica , mentre  essa  or  vedesi  con  tan* 
ta  naturalezza  dui  Tnidi  esibita  ? Questa  ricerca  è pur  la 
scienza  di  non  pìccol  vantaggio  . 

Cominciando  dunque  dal  rlflcUcre  su  quanto  a lai  proposi* 
to  operossi  dal  Lexcll  , ai  vodrtt  ^e  quest'  insigne  discepolo 
deir  Eulero  , mosso  dalle  costui  parole  : se  dubitare  turimi  ista 

solvlio  analjrlica  ilìustris  de  la  Grange ad  iiìiquaiu 

f.vpedilam  cl  eonànnam  construclionein  gcomeiricam  perdacat  , 
postoti  sul  cammino  di  tentare  una  tal  costruzione,  cercò  con 
algebrici  ripieghi  adattati  a geomeliìche  operazioni  pervenire  a 
forinole  costruibili  delle  espressioni  degli  angoli  x,  y,  z.  (*)  Ma 
il  camtnino  da  lui  adottalo,  dilungandolo  sempre  più  dallo  scopo 
cui  mirava  , dopo  aver  durata  molla  fatica  in  esibire  formole  co* 
struibili  in  qualche  modo  per  due  angoli  x , y , 1'  obbligò  fi- 
nalmente a conchiudere  : conslrncUonan  prò  angolo  z satis  esse 
perplexam  , txcc  ulltm  adhuc  nobis  se  se  obtidit  artiftlium  , quo 
hae  expressiones per  angulos  vel  arcus  in  figura  fa- 

cili negotio  inveniendos  constnà  se  se  palerenlur.  H che  rende  i- 
Dulilp  tutto  quel  lungo  lavoro  algebrico  da  lui  già  fallo  (**)■  E 

(')  Sono  questi  angoli  precisamente  quelli  , che  nell'  analisi  del  de  la 
Grange  lianno  lo  Ungenti  delle  loro  meU  dinotate  da  s , I , v. 

('*)  Non  sa  intendersi , come  il  Lciell , che  nel  soprascritto  modo 
conehinse  il  suo  tenUtivo  di  costruzione  avesse  potuto  , nel  principio 
«Iella  sua  memoria  asserire  : Cum  igitur  tnihi  sueeessSrit  constraelicmsm 
haud  eomplicalam  tx  isla  lolntione  elieers.  Continuando  poi  a dire  ; utt 
et  aliam  soluliontin  analylieam  prò  hoc  problsnat»  deftrrt 
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dee  erodersi  , che  in  simil  modo  aTesse  proceduto  1’  Eulero  nc 
tentativi  , che  dorè  (are  pria  dì  prononaiare  ciò  che  sopra  si  è 
recato,  onde  rivolgersi  poi  ad  altra  soluzione  algebrico-geo- 
metrica  ; e lo  stesso  per  altri  analisti  di  quel  tempo  , che  da’ 
detti  deir  Eulero  dovettero  por  essere  spinti  a questa  ricerca  , 
e che  si  tacquero  per  non  averla  coos^uita  > Il  Tnidi  al  con*, 
trario  ha  preso  un  cananino  tntto  diverso  e proprio  alla  natura 
del  scucito  , da  qnesia  indicato  a chi  della  tieometria  sa  &re 
convenevole  uso.  Egli  si  è rivolto  a cercare  a posso  a passo 
l e quantità  geómetriche  corrispondenti  a qnelle  trigonometriche 
formole  , che  invilappano  1’  analisi  del  Lagrange  , e che  da 
esse  immediatamente  derivavansi  ; e qnesto  semplice  e naturai 
procedimento  per  chi  da  espressione  al^e'>rica  voglia  passare 
a rette , non  solamente  dovevngU , com'  è avvenuto  , soinmini* 
strare  la  desiderata  costruzione  , ma  dargliela  anche  in  modo 
lacile  e naturale , e furairgli  pure  la  trasformazione  de’  princi- 
pj  stesti  , in  verità  geometriche  > dalle  quali  ha  pur  traila 
una  elegantissima  soluzione  tutta  nuova  di  quel  problema  . £ 
ciò  , il  ripeto , è vero  frutto  di  chi  alle  ricerche  co’  melodi  a- 
nalitici  moderni  accoppia  la  conoscenza  e l’uso  dell’  antica  Geo* 
meteia  : nò  altri , di  ciò  sfornilo , potrebbe  affatto  riescirvi . 

«...  citamit  irta»  Hbrttime»  , qvai  jmporituna  ntm  ( intende  la  solutio* 
de  del  de  la  Grange , da  lui  costrnita , e I'  altra  nuova  da  esso  de* 
lane  ) etrgontia  et  rimplieitat»  mebuin  coaceiant  Ulti  gtometricù  con* 
rtructiomibui , guai  eileb.  matk.  CaitiUon , Stienu , et  Fuet  proporne* 
nini . Ma  del  pari  cbe  la  costnuiooe  deli'  analisi  del  de  la  Grange  non 
fi  eflettuita  , non  apparisce  vestigio  in  tal  Memoria  del  Leseli  deK 
r altra  tua  soluzione  . E fa  maraviglia  cbe  di  tanti  che  sonosi  ooc» 
pali  di  questo  probleoM.  alcuno  non  abbia  ciò  avvertito. 
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Concliiuderò  dunque  da  tulio  ciò  , che  dalla  propoala  del  1*. 
quesito  del  programma  , la  Geometria  abbia  conseguito  non 
solamente  la  desiderata  costruzione  , rimanendo  cosi  perfezio- 
nata la  soluzione  ingegnosa  ordita  dal  Lagrange  per  tal  pro- 
blema ; il  che  si  era  invano  desideralo  da’  matematici  poste- 
riori , e da  noi  espressamente  dimandata  negli  Opuscoli  ma- 
Icmalici  della  scuola  di  Pergola  , pubblicali  fin  dal  1 8 1 0 : ma 
ancora  una  nuora  e semplicissima  soluzione  geometrica  del  pro- 
blema stesso,  identica  ne’  prìncipi  di  analisi  a quella  del  Lagran- 
gc  . Finalmente  ri  abbia  pure  rilevalo  un  meloilo  elegante  di 
costruzione  per  problemi  analogamente  risoluti  e di  trasfor- 
mazione di  una  soluzione  da  algebrica  in  geometrica  . Tuli’  i 
metodi  d’  inrentare  hanno  i loro  pregi , e qualche  loro  difet- 
to ; sarà  sempre  importante  pel  geometra  il  vedere  una  quistio- 
nc  stessa  con  ciascun  di  essi  risoluta  , valutando  cosi  dal  fatto 
le  risorse  di  ciascheduno  , c sceglier  tra  ossi  la  ria  più  piana  , 
e mcn  faticosa  onde  perrenire  al  fine  che  si  abbia  prefisso. 

Finalmente  quel  principio  trigonometrico  adottalo  dal  La- 
grange  , trasformato  in  geometrico  nel  lemma  2."  , si  vedrà 
fecondo  di  moltiplici  applicazioni  a risolvere  difficili  proble- 
mi, e lo  stesso  Trudi  ne  offre  un  esempio  nella  sua  seguen- 
te risposta  al  II.  Quesito  . Ed  egli  in  altri  suoi  lavori  im- 
portanti , che  saran  di  breve  presentati  al  severo  giudizio  do-’ 
iiiuderni  geometri  ed  analisti  (*)  , nc  dimostrerà  I’  estensione 
alle  curve  coniche  , e l’ utile  applicazione  al  problema  del  Cra- 
mer  universalizzato  , 


(')  Veggasi  la  Stona  dtd  projramma  in  fine. 
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AL  II.  QtlESrro  DEL  PEOGBAAlìlA 


RISPOSTA 

D 1 

NICOLA  TRULl 


COL  XOTTO 


Ordinit  Wc  eirtiM  *rih 
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QUESITO  2,* 

PROBLEMA 

Iscrivere  in  un  triangolo  dato  di  specie  e di  gran- 
dezza tre  cerchi , che  si  tocchino  tra  loro  , e tocchi- 
no due  a due  i lati  del  triangolo  . 

Aral.  — Sia  a afa"  il  triangolo  dato  , e vi  si  suppongano  * , 
iscritti  i tre  corchi  come  si  è richiesto . Se  vi  fosse  un  altro 
triangolo^  simile  al  proposto  , che  tenesse  in  se  iscritti  tre 
cerchi  come  qnelH  , che  si  cerca  di  iscrivere  nel  primo , il 
problema  sarebbe  immantinenti  risolato.  Quindi  assumendo  un  * f.1.n.2. 
angolo  A’W"  eguale  ad  uno  dei  tre  angoli  del  triangolo 
dato  , per  esempio  ad  a , ed  iscrivendo  in  esso  un  cerchio 
Il  QII  d(  qualsisia  grandezza  , il  problema  si  convertirà  nel- 
r altro  : di  iscrivere  due  altri  cerchi  LCD  , C'KE  per  modo 
che  si  tocchino  tra  loro , tocchino  il  cerchio  BQH  , e i iati 
dell’  angolo  , e tali  che  la  loro  tangente  comune  DE  sia  paral- 
lela a qualunque  retta  che  compia  coll’  angolo  A un  triangolo 
equiangolo  ad  aa'a". 

Premetteremo  alla  aolozione  di  questo  problema  i seguenti 
lemmi . 
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L s a u A /.* 

« — 

* p!j,  2,  Sia  BL  tangente  comune  di  due  cerchi , che  si  toccano  , e QV 
una  secante  distesa  pel  contatto  C,  dico  : J*  , che  l’  angolo  QGV 
risultante  dalt  incontro  delle  corde  BQ  , LY  sia  retto  ; //* , c 
che  GC  sia  perpendicolare  a QV. 

Dia.  — Si  unisca  LC  , e si  distenda  in  H . Èssendo  i raggi 
OB  , OH  paralleli  ad  O'L  , staran  tra  loro  per  dritto  j e quindi 
r angolo  IIQB  sark  retto  : ma  per  ragione  del  contatto  C è QH 
parallela  ad  LY  ) dunque  anche  l’ angolo  QGY  sarà  retto. 

IL’  Risultando  parimenti  retto  l’ angolo  BCL,  i quattro  pun- 
ti B , C , L , G staranno  alta  circonfereuia  di  un  cerchio,  e per 
le  note  proprietà  di  questa  curva  si  avrà  l’ angolo  BCG  s=  BLG 
s:  YLA'  ^ YCL  . In  conseguenza  1’  angolo  BCL  sarà  eguale 
all’  angolo  GCY,  e questo  retto  al  par  di  quello  , com’erasi  pro- 
posto a dimostrare  < 

L B É M i 2. 

' fi'j-  3.  Due  cerchi  0 , 0'  sieri  toccati  da  un  terzo  cerchio  iti  C , 
C"  , c da  una  retta  in  B,  L,  le  corde  BC,  LC"  concorreran- 
no in  un  punto  X sulla  circonferenza  del  terso  cerchio  . 

Di».  — La  BC'  si  distenda  in  X ; sarà  il  raggio  XO"  pa- 
\ rorallclo  ad  OB  , c quindi  ad  O'L  : sicché  LC"  passerà  he- 

nauchc  per  X . 

CottOLLAKlO  i." 

Quindi  le  tangenti  ne’  punti  X , X'  saran  j>aralicle  a BLi 
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Rogali  jKio  H.' 

Suppongasi  , che  anche  i cerchi  0 , 0'  si  toceiiino  tra  loro  * flij.  4 
in  C , dovrà  la  congiungcnte  XC  risultare  tangente  comune  a’ 

•orchi  medesimi  ; ed  in  vero  se  si  jiroduca  la  C'C^'  in  Z , a- 
Tcndosi  r angolo  XC'C"  = LZC''  :;=  BLX,  i triangoli  XC'C'', 

XLB  saranno  simili , e si  avrà  BX.XC'  = LX.XC' . Ma  il 
primo  rettangolo  è quanto  la  dilTerenta  de'  quadrali  di  OX  , 

OC,  e r altro  é quanto  Ig  differenza  de’  quadrati  di  O'X,  O'C  ; 
adunque  queste  differenze  saranno  uguali  ; e risultando  perciò 
XC  perpendicolare  ad  00' , dovrà  toccare  nel  punto  C l'  uno 
e l'altro  cerchio  0,0'. 

COROIIARIO  3. 

È chiaro  adunque  che  la  CX  sia  il  luogo  de’  punti  da’  quali 
condotte  le  tangenti  a’  cerchi  0,0',  (jueste  risultano  cgtiaii 
tra  loro.  Di  più  se  la  stessa  CX  si  produca  (ino  ad  S sulla  DL, 
dovrà  bisecarla,  risultando  ciascuna  delle  SD,  SL  uguale  ad  SC, 

L B M m A 3-° 

Sia  G il  piatto  , in  cui  *’  incontrano  due  corde  BQ  , IfC  , di  * fig.  5 
un  cerchio  , ed  V , S t concorsi  delle  tangenti  nelle  loro  estre- 
mità : i tre  punti  G , U , S staranno  per  drillo. 

Dia.— Si  producano  in  A le  tangenti  de’  punti  B,  Q,  e si  ti- 
rino le  CP  , UR  parallele  alle  SQ  , SC  . Essendo  AB  = AQ  , 
sarà  UB  = UP  ; similmente  ji  mostrerà  L’N  ^ UR  : e dall  cs- 


aa 

sere  UB  = CN,  tl  coocliiaderit  CP  = CR  ; ma  qaeste  sono  re* 
spettivamente  parallele  alle  SQ  , SC , che  aon  del  pari  eguali 
tra  loro  , adunque  le  QC  , PR  aaranno  parallele  ; e la  loro  ra- 
gione risultando  eguale  Unto  a quella  di  QG  a GP,  quanto  all’ 
altra  di  QS  a PU,  queste  ragioni  saranno  eguali  ; e perciò  i tre 
punti  G , U , S staranno  per  dritto. 

C 0 MO  L i a'mio. 

" jUj.  6.  Se  la  congiongente  de’  punti  Q , C fosse  un  diametro  del  cer- 
chio , te  tangenti  QS , CS  risulterebbero  parallele  , ed  in  tal 
caso  la  UG  diverrebbe  parallela  alle  tangenti  medesime. 

L M M M d 4, 

‘ liil-J.  Sia  BQftl  un  rettangolo  iscritto  in  un  cerchio^  ed  NM  un  dia- 
metro parallelo  ad  uno  dà  suoi  lati  BQ  . Da  qualangue  piuUo 
G di  questo  lato  cadan  , passando  per  N y ed  Ile  secanti  GNC , 
GIC,  le  corde  C'H  , CM  s'  incontreranno  in  un  punto  F su  quel 
lato  medesimó. 

Din.— ^ieno  d , ( « e i punti  di  concorso  delle  tangenti  in 

* hai.  3.  N , 1 ; C t C'  ; H , M ; i punti  G,  d,  t sUran  per  dritto  *. 

Ciò  posto  sia  K il  punto  , in  cui  s’ incontrano  le  corde  MC, 
‘cor.prrc.  NC'  , dovrà  risultare  iK  parallela  alle  Nd  , Me  * • Si  avrà 
quindi  K/  : Nd  ::  KG  : GN  ; ma  se  si  prolunghi  KM  in  F si 
ha  KG  ; GN  i:  KF  : FM  ; starà  dunque  KF  : FM  ::  Kt  : Nd, 
ovvero  ::  K(  : Me  ; per  esser  Nd  sa  Me.  E però  dovendo  la  te 

* lem.  3.  passare  pel  punto  F *,  la  C'H  passerà  benanche  pel  punto  i- 

slcsso  i il  che  dovea  dimostarsi . 
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È cliiaro  che  se  il  punto  G cada  fuori  del  cerchio , debhà 
anche  il  ponto  F cadérne  al  di  fuori  y mentre  i punti  C,C' 
debbono  cedere  sull’  arco  ICII.  Se  poi  il  punto  G stia  dentro 
del  cerchio  *,  i punti  C , C'  dorran  trovarsi  sull’  sreo  BPQ  , c * fig.  3\ 
quindi  anche  F staih  dentro  del  cerchio  » 

^ A r 'ir  6 1 1 1 M K n T 0. 

Il  puntb  t , W di  cui  posizione  dipende  dal  sito  di  G , sari 
chiamato  in  M^lo  per  brevità  punto  di  concorso  corriqson^ 
dente  al  punto  G • 

F R 0 b L E M À. 

I 

Dato  il  certhio  SQÌ{  iscrilto  in  tot  dato  angolo  A , detcri-  f.i,n\Ì\ 
kiere  due  altri  cerchi  , che  ti  tocchino  tra  loro  , tocchino  il 
cerchio  dato  y e i lati  delT  angolo , e tali  che  la  loro  tangen- 
te conmne  formi  cM  angolo  A un  triangolo  egmangolo  al  dati 
friartgdh  a'aa"  (*^  •• 

Anat,  bilMo  l(F,  0"  i contri  de’cerohi  cercati,  ebe  si  tòc^' 
thino  M loro  ib  G")'  tiàcchino  in  C , (T  d date  cerehie , b 

(*)  È da  Mani  , che  questo  problema  di  coovenioae  ammette  di* 
vene  ipotasi , « qntodl  diverse  soluzioni.  Nella  presente  si  suppone  , che 
{ due  certhi  il  Viedilad  al  £ sotto  di  BQH  , o si  considera  la  loto 
tangente  cemMa  Mariohe  , cid  corrìspondeodo  al  probiemi  proposto  t 
ma  potnbho  onahe  aapparti , che  i due  cerchi  tossero  superioii  al 
cerchio  BQH*  ; potrebbero  ancora  ooesiderarsi  neif  uà  caso , e •eli'  * fg,  ilK 
altro  le  tinpenU  Hperiori*;  contiderarsi  del  pari  le  tangenti  traiversa»  'f.H.t  1% 
b *4  e «0  si  far  din  nyposUioiu  . Ih  che  sarà  delio  altrove,  * io, 

t 


L,  K ì Iati  doli’ angolo , ed  abbiano  una  tangente  coitane 
DE , che  formi  coll’  angolo  A il  triangolo  A'AA''  equiangolo 
ad  n'aa".  Si  ufiiacano  le  DG  EC'  ; queste  dovranno  incoo- 

* lem.  2.  trarsi  |o  un  punto  P sulla  circonferenza  del  cerchio  0 * ; o 

' C.1J.2.  poiché  la  tangente  io  P risultar  die  parallela  a DE  * , il 

punto  P sarà  dato  . Dovendo  inoltre  le  corde  PB , DL  incoii' 
trarsi  ad  angolo  retto  io  un  punto'  T , cd  essi  c : TC  perpeo- 
/rm.  i . dicolare  a PD  * , si  avi4  DP.PC  s=  PT’.  Similmente  sj  vedrk 
risultare  EP.PC'=PV;  e per  essere  DP.PC  = EP. PC' *, 
si  conchinderà  PT’  s:;,PV’  ; ossia  PT  r=  PV  . 

Di  più  si  unisca  LC  , e si  distenda  in  H . Essendo  retto 
r angolo  BCL , e quindi  anche  il  suo  conseguente  BCII  ; il 
punto  II  sarà  dato , per  esser  dat«  il  punto  R.  E cosi , con- 
giungendo  KC'  , e prolungandola  io  I , questo  ponto  sarà  d;  : 
lo  per  esser  dato  il  punto  Q- 

Ciù  premesso  anche  le  corde  QG  , KC"  dovranno  incontrarsi 
nel  punto  Y sulla  circonferenza  LCD  ; la  YC'  dovrà  toccare  i 
due  cerchi  0 , 0*'  nel  punto  C',  e si  avrà  QY.YC  = YC'* . Or 
dovendo  le  corde  QB  , YL  incontrarsi  ad 'àngolo  retto*,  c ri- 

* hm.  1.  snltar  OC  perpendicolare  a. QY%  eaaa  dovril  pwewe  pnl/'clato 

- punto  Ij  e ai  avrà  QY.YC  apYG* . Sarà  qaiodà  YG  sr  YC'  . 
Ma  se  nnìscasi  GC'  , c pel  ponto  N ove  incontra  il  cerchio  si 
tiri  la  tangente  riR  , l’ è anche  NR  ip  RC'  ; saia  dnnqne  ?ìR 
parallela  a GY , e perciò  il  diametro  , clù  passa  per  N sarà 
parallelo  a BQ.  Vale  a dire  il  ponto  M sarà  dato.  In  egual 
modo  , per  essere  retto  1’  angolo’ BFX,  ed'FC'petpeiidieolaro 
' a BX  si  vedrà  che  FC'  debba  passare  pel  dato  punto  H ; e 
si  vedrà  inoltre  > che  la  FC  debba  incontrare  il  cerchio  0 nel 
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dato  ponto  M,  eatremo  del  diametro  parallelo  a BQ  , eh’  è lo 
steaao  dianretro  che  pam  per  N . 

Intanto  è chiaro , che  la  iignra  - BQHl  sia  nn  rettangolo  i- 
scrìtto  nel  cerchio  0 , il  coi  diataietro  NM  è parallelo  a 
BQ  : in  conseguenza  essendosi  dal  ponto  G tirate  per  I , N 
k'  secanti  GIG  , GfiC',  e poscia  le  CMF  , C^HF  , il  punto  F 
sarà  il  punto  di  concorso  corrispondente  al  punto  G * . Ma  si  è ‘ 
veduto  , ,che  debba  essere  PT  s=  PV  , retti  gli  angoli  PTL  , 
PVK  , e che  sia  dato  il  ponto  P ; adunque  la  quislione  è ri- 
condotta alla  soluzione  di  quest’  altro 


Trovare  sulla  BQ  un  panio  G tale  , che  eìevàte  su  di  essa  da 
G , e dal  suo  corrispondente  pwUo  di  Concorso  F le  perpendico- 
lari GL  , FK  ; ed  abbassate  poi  le  LT  ^ KV perpendicolari  aìlt 
corde  PB  , PQ  , risulti  PT  sa  PV', 

Amai.  Snppoogasi  riarenuto  il  punto  ó , come  si  è dettò,  0 
eia  C'S  tangoite  in  G';  questi  bisechei^  la  QK*.  Si  applichi  poi 
al  punto  N la  tangente  NU , e si  conduca  UY  parallela  a QS  . 
Dovendo  star  per  dritto  ì punti  G , U , S * , si  avrà  QG  : GY 
::  SQ  : UY  , ovvero  , presa  QX  se  2.DY  , QK  : QX,  oppu- 
re , tirata  XR  parallela  a KV,  ::  QV  : QR.  Adunque,  dividen- 
do, avremo  QY  : GY  ::  RV  : RQ.  Ciò  posto  si  taglino  le  Pf, 
yr  eguali  alle  PQ  , QK  ; dovendo  essere  PT  as  PV , risnlterl 
Tr  at  VR  e quindi  starà  QY  : GY  ::  Tr  ; ry  , ovvero  Gm  t 
mit , tirando  le  yn , rm  parallele  a GT.  Sicché  si  avrà  QY  K mx 

«=  GYxQm. 


aw.pirc^ 


* fig.  9, 

*c.3,l2, 

* lem,  S\ 


afi 

Iptmto  eisendo  retti  gli  angoli  BOL  , BTL , i quattro  pimt^ 

B,  G,  T,  L staranno  alla  circonferenza  di  un  cprpbio  ; e perciò 
si  avrà  l’ angolo  TGL  7=  TBL  = BIP.  Essendo  dunqi>e  GÈ  pa- 
rallela a BI , sarà  GT  parallela  a PI  ; ^ però  le  rette  rm  ,qn  , 
essendo  dati  i punti  m , u , ^ranno  date  di  sito  . Quindi  mn 
sarà  data  di  grandezza  ; e con  cjò  , essendo  data  QY , sarà 
dato  il  reUangulo  dì  GY  in  Gm.  In  conseguenza  sarà  pur  dato 
il  piuUo  G , c ’l  problema  avrà  la  seguente 

CoMPOSi*à«rre. 

Segnato  il  diametro  NM  parallelo  a BQ  , la  tangente  NU  , 
c r altra  in  P , clic  formi  cqll’an^q'o  A un  triangolo  eqaiango- 
lo  ad  a'aa"  , si  conduca  L’Y  parallela  a4  AQ  . Indi  presa  Q\ 
doppia  di  UY , ed  abbassata  XR  perpendicolare  a PQ  , si  ta- 
glino le  P^  , tjr  eguali  alle  PQ  , QR.  Finalmen^  tirate  le  qit, 
rm  parallele  a PI,  si  rinvenga  il  punto  G tale  che  sia  GY  xGir»  , 
= QY  X mn.  Sarà  G U punto  cercato . 

* l'J.  ».2.  Rinvenuto  questo  punto  si  tireranno  le  GIC  , GNC'  ; quindi 
le  HCL  , IC'K,  ed  inoltre  le  LT  , KV  perpendicolare  alle  PB, 
PQ , che  si  produrranno  finché  incontrino  in  D,  £ le  PC, PC'. 

I cerchi  descritti  intorno  ai  triangoli  CLD^  C'KE  si  tocche- 
ranno tra  loro , loccbcranoo  il  cerchio  BQll , ed  i lati  dell’  an- 
. golo  A,  ed  avranno  per  tangente  comune  la  DE,  che  formerà  col- 
r uigolo  stesso  il  triangolo  A'AA"  equiangolo  al  dato  triangolo 
e dovendo  essere  tutte  le  parti  della  figura  compresa  dai 
triangolq  A'AA"  proporzionali  alle  parli  della  figura  simile  , 
ebe  verrebbe  ad  esser  conlenaUi  dal  triangolo  a'aa"  colU  iscrE 
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ùoDe  de’  tre  cerchi , che  si  sono  richiesi  , problma  prbci^ 
pde  fimaoc  lisplutp. 

PsSBKFdglùNa, 

Il  problema  di  ridnzione  ammette  com’  è noto  due  soiozioni , 
e quindi  due  punti  G , che  gli  sodisfano  . £ poiché  questi 
due  punti  de^on  trorarsi  a parti  opposte  de’  punti  Y , m , 
uno  cadrà  al  di  fuori  , I’  altro  al  di  dentro  del  cerchio  BQH*;  * flg.  iO. 
sicché  cadendo  in  qnesto'  secondo  caso  i dne  ponti  C , C'  sul- 
1’  arco  BPQ  * , i due  cerchi  a descriversi  cadranno  al  di  so-  ‘cor.1.4. 
pra  dell’  arco  medesimo  . £d  in  latti  , siccome  nel  problema  di 
conversione  abbiamo  supposto  , che  i cerchi  dovessero  essere 
situati  al  di  sotto  del  cerchio  BQH  , avTessimo  potuto  egual- 
mente supporli  al  di  sopra , colla  coudiziono  che  avessero  la 
tangente  comune  ipferìorc  parallela  ad  una  retta  data  di  sito . 

Questa  seconda  solozione  però  , quantunque  convenga  esatta- 
mente al  problema  di  conversione  , ed  anche  in  genere  al  que- 
‘ sito  principale  , nella  specie  non  gli  soddisfa  ; dappoiché  i 
tre  cerchi  risultanti  da  essa  , riportali  nel  dato  triangolo  , non 
più  verrebbero  ad  esser  situali  dentro  il  medesimo,  come  si  è di- 
mandato , ma  prenderebbero  rispetto  ai  suoi  lati  altro  sito.  Ben- 
vero  essi  loccansi  sempre  tra  loro  , e toccan  pure  due  a due  i 
lati  del  triangolo  . Yale  a dire  i tre  cerchi  son  tali  , elio  si 
toccano  tra  loro , e toccano  due  a due  tre  rette  date  di  sito. 

Guardala  jicrò  la  qnislione  sotto  questo  aspetto , si  cade  in 
un  problema  tutto  posizionale  , e vedesi  chiaramente  , che  non 
più  una  , ma  tante  divei-se  soluzioni  possa  ricevere,  per  quan- 


/ 
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le  diverse  posiiiom  possono  ammettere  tre  cerchi  tangenti  tra 
loro  a riguardo  di  tre  rette  date  di  sito.  Cosi  p.  e.,  se  nel 
problema  di  conversione  avessimo  supposto,  che  non  la  tangen* 
te  inferiore  DE  , ma  la  superiore  (*)  risultar  dovesse  pa- 
rallela ad  una  retta  data  di  sito  , i due  cerchi  che  fa  d’uopo 
descrivere  prenderebbero  una  diversa  posizione  \ ed  avendosi 
sempre  due  punti  pel  problema  di  riduzione  , ciascun  di, essi  da 
una  diversa  posizione  di  cerchi  ; e come  nella  prima  ipotesi, 
‘ fttj.  7/.  cosi  pure  in  questa  un  punto  li  rende  inferiori  al  cerchio  BQH  *, 
fUj.  J2.  1’  altro  superiori  * . Per  ora  basta  aver  soddisfatto  a ciò  che 
il  programma  ha  domandato  t che  non  è questo  il  luogo  da 
entrare  in  ulteriori  particolari , riserbandoci  di  riprendere  que- 
sto argomento  in  altra  occasione , per  dare  tutta  la  possibile  e- 
stensione  a questa  iiunigUa  di  speciosi  problemi  sulle  lozioni  . 
Allora  mostreremo  , che  il  ripiego  della  conversione , a cui  ci 
' siamo  rivolti , per  la  risoluzione  di  questo  problema  , sia  il  piii 
analogo  alla  sua  natura  , ed  il  più  conducente  a mostrare  ad 
occhio , ed  a priori  quante  , e quali  sieno  le  varie  posizio- 
ni , di  cui  possono  essere  suscettivi  i tre  cerchi , onde  adem^^ 
piano  alla  condizione  di  toccarsi  tra  loro  , e toccar  due  a 

(*}  Quando  si  è istituita  l'analisi  , supponendo  , che  la  tangente 

fosse  inleriore  ai  due  cerchi  ( a riguardo  cioè  dell'  angolo  A ) il  pun- 

‘fs.  I.n.ì,  to  P rilevato  * dal  concorso  delle  corde  DC , EC'  cade  , com'  c chia- 

' fi'j.  il,  ro  sull'arco  BPQ  : considerando  poi  la  tangente  superiore  D'E'  * . le 

Corde  D'C  , E'C'  non  più  concorrerebbero  nei  punto  P , ma  bensì  nel 
punto  P'  sull'  arco  IP'  H . eh'  è 1’  altro  vertice  del  diametro  , èbe  pusa 
per  P i mentre  le  tangenti , ehe  loro  corrispondono  son  parallele  tra 
loro,  e tompiono  l' una , e l'altra  coll'angolo  A triangoli  equiangoli 
al  dato . 


\ 
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due  Ire  tette  date  di  silo  : e »ì  redrà  , clic  eoo  nna  (em{4iciii- 
»inia  aslralU  coB«ideracione  posta  la  Geometrìa  soddisfare  a que- 
sta rìcerea,  ciie,  istituita  per  altre  rie  , atesa  or  fatto  dire  do- 
tar essere  diciassette  le  forine  diterse  di  solttciooe  , che  pote- 
tanii  recare  al  problema  , ora  treotadue  , ed  altre  tolte  in  «n- 
mero  aecw  madore  , seoia  poterlo  ia^eare. 

Noa  tarh  superfluo  attertire  , che  in  generale  ranaliai  è iden- 
tica per  ogni  altra  posiaiooe  . Ve  a’  ha  prrb  talune  , per  le 
quali  par  che  essa  cada  in  difetto  ; e ciò  propriamente  attie- 
ne allor  quando  si  soglia , che  taluno  de’  contatti  circolari  deb- 
ba riunirai  nel  contatto  di  alcuna  delle  date  rette  , il  che  impor- 
ta la  riunione  di  molti  de’  punti , che  nell’  analisi  sono  stati 
considerati . Ma  in  queste  particolari  supposizioni  la  difficol- 
tà del  problema  va  sempre  minorando  , e co*  prìncipj  stabiliti  si 
perviene  a più  facili  od  eleganti  soluzioni.  Cosi,  p.e.  , nel  pro- 
blema di  conrersione  avremmo  potuto  supporre,  che  i due  cerchi 
a descrìversi  fossero  interni  al  cerchio  BQP  * ; ed  allora  è ehia-  */ig.  14. 
ro,  che  i loro  contatti  co'  lati  dell’angolo  A sieno  gli  stessi  pun- 
ti B,  Q ; i quali  perciò  saran  dati . Quindi  il  problenu  riduccsi 
a ; descrivere  due  ccrchif  che  si  lacchino  tra  loro,  tocchino  ne  dati 
punti  B , Q U cerchio  BQP , ed  abUano  una  tangente  eosnune 
partdUia  ad  una  retta  data  d$  sito  : del  quale  feccone  la  faeilit- 
■ima  aointiona.  ’ j • 

Aral. Essendo  i cerchi  0',  0"  toccali  da  BQP  no’  punti  B , 

Q , e dalla  DE  ne’  punti  D , E , le  corde  DB,  QE  si  rìoniranoo 
in  un  punto  P sulla  oirconlmeuaa  ddl’  ultimo  -,  e dovuudo  essere 
la  tangente  in  P parallela  a DE  *,  il  punto  P sarà  dato  . Inoltre  *c- 1-1.  9. 
dovendo  PC"  toccare  i due  cerchi  nel  lorn  contatto  C"  *,  dovrà 


A 

Digitized  by  Google 


So 

«lai  per  drillo  con  * , cl>o  tocca  ) C6!tt'  fe  chiaro  , ani^ndH 
i cerchi  ikìHo  steaso  ponto  C"  (*).  Quindi  P\  sarà  daU  di  si- 
to . Avendosi  dunque  AC"  ca  AB  =x  AQ  , il  punto  C"  swil 
dato  ; e con  ciò  essendo  data  di  silo  la  ooagiungente  de'oen- 
tri  O'O" , per  essere  pwpendicolare  a PA  , c^sli  centri  sa- 
ran  dati  dalle  sue  intwsesioai  co’  raggi  OB  , 6Q.  E 1 ptotóe-' 
mta  avrà  la  segneole 

Cémrtsitto/fgt 

CondotU  la  tangente  GP  parallela  alla  data  retta  di  sito  , 
si  unisca  PA  , e si  tagli  AC"  eguale  ad  Afi.  La  perpendico- 
lare condotta  per  C"  a PA  , ovvero  le  rette  , che  bisecano 
gli  angoli  PAB  , PAQ  segneranno  su  i raggi  OB  , OQ  i centri 
de'  cerchi  cercati. 

Potrebbe  anche  in  questo  caso  consid«rarsi  la  tangente  comu- 
ne superiore  } e potrebbe  anche  volérsi  , che  i due  cerchi  fosse- 
/(ff.  15.  ro  esteriori  a PBQ  * . L’ analisi  ^ e la  copaposisione  è perd  sem- 
pre la  stessa  , dando  a’  punti  P , e C"  il  silo  conveniente  / 

(•)  toccsndosi  i tre  cerchi  ne’  punU  B , Q . C'  ' è fseUe  eompreoderé 
die  te  tre  laogeoti  eomulii  in  questi  (Minti  debbano  riunirsi  in  un  medesimo 
(MtnlD  A.  CIÒ  è chiaro  nella  Bg.  15 } maloè  del  (tari  nella  Ih  ; dsppoicbd« 
te  suppongati  che  i eerchi  invece  di  toccarsi  io  B,  Q , C",  s’ intersecasse* 
ro  , li  sa  che  le  corde  comuni  debbono  concorrere  in  un  punto  i celiando 
dunque  i cerchi  <f  intersecarsi  , e vnnili  tangenti  tra  loro , le  corde  dì- 
Verranno  tangenti  comuni . 6 non  ccMeranoo  di  concorrere  io  un  ponto 
stesso . Ma  se  Ciò  DUO  basti , congimigeodo  le  AO' , AO"  , si  vedrà 
eh;  risultando  eguali  le  differeuie  de' quadrati  di  AO' , O'C";  e di  AO'', 
0"c",  debba' riiulUre  AG"  pcrpei^kìolare  ad  O'O",  e quindi  Uiigei^ 

' ' le  f 11'  uno  . ed  alf  altre  cerehio< 
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ALtni  SOLr2lO^IÌ 

bEL  rRBCBEBIITE  PBOBLBXA. 

t s M m A 4’ 

^ Sitno  BL  , QK  , DE  ({ingenti  comuni  di  Ire  cerchi , che.  si  * fìg.  Hi 
toccano.  Il  rettàngolo  di  due  di  esse  , p-e:,  delle  BL,  QK,  pa- 
reggtrà  tpuUo  della  terza  DE  nel  diametro  del  cerchio  , dì  essa 
non  tocca  i 

D».  Tiratt  la  taogente  C'U , cbe  sarìi  melb  di  lÌE , ai  avrì 
DE’  = 4C'l}'  : ma  per  eaaere  la  stessa  C'U  pbq>eiidicolare  ad 
O'O",  e retto  1’  angolo  O'UO",  si  ha  C'U’  = O'C'.C'O";  sarh 
quindi  DE*  = AÓX'.C'O" . Si  otterrà  in  simil  guisa  BL’  st 
iOC.O'C' , é QK*  e:  AOC.C'O"  ’ e però  sUrì  DE*  ; Bli’  :t 
/.C'O":  40C,  ovrero,  ;;  40C.C'0":  40C*,  cioè,  ::  QK*:40C‘. 
Risultando  perciò  DE  : BL  QK  : 20C  , si  otterrà  BL.QK 
e=  DE.20C  i come  si  è proposto  a dimostrare. 

t E u m A B' 

Siena  0,  (y,  tre  cerchi , cJce  'scambievolmtnte  si  toedano^ 

IH  C , C',  C"  ; BL  , QK  tangenti  cornum  al  primo  ed  a cioicw* 

HO  degli  altri  due  , ed  NM  diametro  dd  primo  pemiUelo  a BQ  > 

■Se  umsctwt  QC  e ti  distenda  in  Y , il  punto  ù concorso  ddU 
corde  BQ  , YL  starà  per  drillo  co' punti  N , ó". 

DiM.<»Essendo  retto  1’  angolo  QGT  ; si  ani  QY>YC=aYG*  ; 
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ed  essendo  inoltre  YC"  tangente  comune  de'  cerchi  0 , 0",  s| 
ha  QY.CY  = YC"’;  sarti  quindi  YG  = YC".  Or  si  applichi  in 
N la  tangentu  NB;  questa  sarà  eguale  ad  RC"  : ma  è di  più  pa- 
rallela ad  YG;  adunque  i triangoli  NRC",  GYC'*  saranno  simi- 
li , e perciò  la  GC"  passerà  pel  punto  N. 

Corollario  i" 

Così  pure  congiunta  BC",  c 4i*tesa  in  X , il  punto  F con- 
corso delle  corde  BQ,  KX  starà  per  drittp  co’  punti  M , C ; et 
l>ercìò  le  NC"  , MC  incontrano  la  BQ  in  punti  G , F tali , che 
le  congiungenti  GL  , FK  risultano  perpendicolari  alla  stessa  BQ, 
e parallele  tra  loro  . 

COROllARMO  2' 

Essendo  Ip  OC  , FC"  perpendicolari  alle  QC  , BC"  , esse 
segheranno  il  cerchio  0 ne’  punti  1 , li , estremi  do’  diametri 
che  passano  per  Q , B ; e perciò  le  congiungenti  RI , QII  sa- 
ranno perpendicolari  a BQ  , eguali  e parallele  tra  loro  , e pa- 
rallele alle  GL , FU. 

JyrB»TiMR9ro. 

Lo  tre  tangen|i  BL  , QK , DE  si  distendano  dall’  una  , e dal- 
i’altra  parte,  finché  s’ incontrino  in  A,  A',  A";  risulterà  così  un 
triangolo  AA'A",  nel  quale  sono  iscritti  tre  cerchi,  che  ne  toc- 
cano i lati  due  a duo  , e ri  toccano  tra  loro.  Or  noi  chiameremo 
per  maggior  chiarezza  tangenti  inttrmedie  le  BL  , QK  , DE  ; o 
diremo  tangenti  estreme  le  AB  , AQ , ec.  ec. 
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t B M m d 3* 

Se  itcrivati  3 cerchio  in,  wn  iriangoìo  rtUangoìo  APS , 3 rxt~  * fig.  17-. 
tangolo  de  lati  intorno  aW  angolo  retto  sarà  quanto  3 doppia  ret- 
tangolo de’  segmenti  AF-,  FS,  eh’  etto  detemàna  rulla  base  . 

Din.  Per  l’ angolo  réUó  si  ha  AS*  =s  AP*  + PS*  : ma  è 
AS*  È=  AV  + VS*  + 2AV  VS,  AP*  =:=  AV  + YP-+2AV.VP, 
e PS*  SE  VP’  4"  VS’  4"  2VP.VS  ; risnlterà  dunque  AV.VS  = 

VP*  4-  AV.VP  + VS.VP.  Ór  essendo  ÀP.PS  = AV.VS4-VP’ 

4-  AV.VP  4-  VS.YP  , ri  avrà  AP.PS  = 2AV. VS  , come  si  è 
proposto  a dimostrare; 

Aitjith  rn  id  Sòtvtfoxx  bbl  rnonemd  -. 

Sia  Kh'h"  il  triangolò  datò  , ed  Ó j (F  , 0"  i tre  cer-  * fig. 
thi  in  esso  iscritti  secondo  le  condizioni  del  problema  . 

Sia  S il  centro  del  cmhio  iscrìtlibile  nel  dato  triangòlo  ) 
ed  SP  i tre  raggi  ai  contatti  : tenendo  presente  ciò  che  si  è ' 
detto  bel  lemma  2,  si  disponga  la  Kgura  come  Tcdesi.  Ciò  posto 
si  applichi  ad  N la  tangente  NU  ;4a  BN  si  protragga  iBno  a GL 
ia  T ; e si  unisca  TC".  Essendò  Nll  eguale  ad  UB  \ e parallela 
a TIj  , sarà  TL  bs  BL,  b quindi  l’ angolo  GTB3èLBT=BC"G. 

Perem  i quattro  punti  B,  G,  T , G"  staranno  alla  circonferenza 
di  nn  oerchio  ^ e l' angolo  BC''T  sarà  retto  al  pari  dell’  oppo- 
sto BGT  ; ma  retto  à pure  BC"F  ; adunque  le  TC",  C"F  sta» 

, ranno  per  dritto  , e per  le  parallele  GT  , Qll  si  avrà 

GT  : GF  « QH  •.  QF  ( I) 

Intaato'ài  Mbervi,  che  i triangoli  BGL  , AP'Q,  BQH,  QFK  soa 
sìmili  tra  loro  , e ad  ASF.  Avendosi  dunque  in  primo  luogo 
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BL  '.LG::  AS:  AP 

prcM  sa  di  AS  la  AZ  = AP,  ed  esseodo  BL  = TL',componeK« 
do  starà  GT  : BL  SZ  : AS  ; 

d’  onde  si  ottiene  GT.AS  = BL.SZ  (‘2) 

Avendosi  inoltre,  per  la  somiglianza  da'  sopraddetti  triangoli,  le 
ragioni  di  BL  : BG  , di  2QA  '•  9®  > ® QK  : ftF  eguali  a 
quejla  di  AS  : SP  , risalterà 

BL  + 2QA  + QK:GF:;AS:SP 

Ma  si  ba 

BL+2QA'+QK:^AL  :f-  AK^2APf  PL+PK  = 2AP+DEC) 
stani  perciò  2AP  DE  : GF  AS  : SP 
d’  onde  risulta  GF.AS  ;s  SP  ( 2AP  d*  ) ('9 

Paragonando  ora  (2)  , e (3)  sf  ha 

BL.SZ  : SP  (2AP  + DE)  ::  GT  ; GF, 
ovrero  per  l’analogia  (1) 


p pe’  triangoli  simili  BQH , QFK 


QH  : QF  , 


ossia  pel  lemma  1 


Sicché  si  avrà 
d’  onde 
ossia 


BH  : QK  , 
BH.BL  -.QK.BL 
BU.BL:BH.D£ 
BL  : DE 
BL.SZ  :DE.SZ 
SP  (2AP  + DE)  =;:  DE.SZ 
SP.2AP  = DE.SZ  — DE.SP 
SP.2AP  = DE  ( AS  + AP  ^ SP). 


(*;È  iotuittro,  che  sia  PLn^PD,  e PK^PE;  Sùch^  si 
PL-f-.PK=»E.  
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Ciò  posto  UcrÌTasi  il  cerchio  nel  triaBgolo  rettangolo  APS, 
pel  lemma  3.*  dorrà  essere  SP.AF  = 2ÀY.VS  ; ed  è poi  AS 
4-  AP  T—  SP  s?  2AV  (*)  i si  avrà  perciò  4AV.VS  =s  DE.2AV. 
Yale  a dire  2YS  =r  DE  . In  egnal  modo  , se  iscrivansi  i cerchi 
ne'  triai^oli  rettangoli  A'W  , A"5P  ai  conchiuden  2V'3  = 
QK  , e 2V"S  = EL.  Qnindi  le  DE , BL  , QK  saran  date  ; 
e pel  lemma  3.  risulteranno  pur  dati  i diametri  de’  tre  cerchi. 
Adunque  è dato  il  sito  de’ centri  , e ’l  problema  rimane  risoluto. 

La  composizione  risolti  da  per  se  evMcnte  ; ma  dall’  apa< 
lisi  si  ha  poi  segnatamente  un  nuovo 

“ * I 

,TM<t  9 A, 

\ ^ 

CioscuM  delle  tangenti  intermedie  à il  doppio  del  segmento 
verso  S determinato  dal  centro  dei  fefchio , iscrìtto  in  uno  de! 
triangoli  ttttangpK  , che  risultano  dedla  congiungente  del  punto 
/S  col  vertice  opposto  , e dalle  perpendicolari  abbassate  dal 
punto  medesimo  sd  lati  adjacenti , 

Altre  belle  veri^  geometriche  posson  dedursi  da’  risai  tomenti 
Ottenuti , nà  sarà  superfino  dinotarne  alcuna , anche  perchè 
.esse  conducono  a piò  elepnU  coalnizìoni  del  problema  di  cui 
trattasi  . 


(V  É egualmente  intuitivo  , che  òcriveodcai  U carchio  in  un  trian» 
goto  qualunque  , debba  la  somma  di  due  tangenti  da  un  vertice  a'  due 
conlatii , ossia  il  dof^io  di  una  di  case , eguagliar  la  somma  de'  du0 
lati , thè  corrispondono  a quel  vertice , diniouita  del  tono  It'o . , 
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Tsùtn  X à 4’ 

* fly.  18.  Troncando  tulle  tre  rette  , che  bitegano  t tre  ahgoìi  di  un  tria- 
golo  , e verso  i vertici,  le  porzioni  AZ  , A'Z' , A"Z''  eguali  al- 
'uvv.1,2.  le  rispettive  tangenti  estreme  * , corrispondenti  a'  vertici  stessi , 
cioè  alle  AB  , A’D  , A"E  ; i tre  ugmenti  SZ  , SZ',  SZ”  ri'^ 
sulteranno  eguali  tra  loro  . 

% 

Dii.  — Avendosi  dall’  analisi  precedente 

AS+SP— APsa2SVssDE  ' 
risulterk  AS  — DE  **  AP  — SP  ( ) ) 

Ma  si  ha  pure  A'D  + DE  + A"E=a  A'P+A"P  (2) 

Aggregando  dunque  (1)  con  (2)  avremo 

AS  + A'D+  A"E  » AP  + A'P  + A'T  — SP  (3) 
£ cosi  avrebbesi  eziandio 

A'S  + AB  + A"E  ai  AP  + A'P  + A"P  — SP  (4) 

Come  pure 

A"S+ AB  + A'D=o  AP  + A'P  + A'T  — SP  (5) 
Confrontando  questi  tre  ultimi  numeri , p.  c.  (3) , e (4),  pr 
r eguaglianza  de’  secondi  membri , si  otterr'a 

AS  + A'D  = A'S  + AB  ' ('•) 

d’onde  AS  — AB  = A'S  — A'D 

cioè  SZ  as  SZ' 

In  egual  modo  trovandosi 

SZ  «a  SZ" 

r I ■ 

si  concbiuderk  , 

SZssSZ'*SZ"  ’ . 

conforme  all’  enunciato.  ' ■ , 


4 * 
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Arcndosi  da  (6) 


AS  + A'D  s:  A'S  + AD 

si  avrà 

AS  — A'S  =:  AB  — A'D 

0) 

c così  pure 

AS  ~ A"S  = AB  _ A"E  " 

(8) 

non  che 

A''S—  A'S  = A"E—  A'D 

(«) 

Dalle  quali 

tre  espressioni  si  rileva  il  seguente 

T B 0 K B M 4 2' 


La  differenza  tra  due  tangenti  estreme  su  di  un  lato  t quanto 
fa  differenza  tra  le  due  dinanze  da’  vertici  rispettivi  al  centro 
dU  cerchio  iscriltibile, 

0 S S B M V dt  tON  B, 

Da  (3)  , (4) , e (5)  si  ha 

A'D  + A"E  = AP  + A'P  + A"P  — SP  — AS 

A B + A"E  — AP  + A'P  + A"P  — SP  — . A'S 

A B + A'  D ==  AP  + A'P  + A"P  — SP  — A"S 

p si  ha  dal  corollario  precedente 

A'D  — A"E  = A'S  — A"S 
' A"E  — AB  =A"S— AS 
AB  — AD  = AS  — A"S 

, Quindi,  aggregando  le  prime  tre  espressioni  alle  altre  tre , da'? 
«cuna  a ciaicuna  , otterremo 
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2AD  = AP  + A'P  + \"P  — RP  — AS  — A"S  + V'S  1 

2 E = AP  + A'P  + A"P  — SP  — A'S  — AS  + A"Sj(  |0) 

2AP.  = AP  + A'P  + A"P  — SP  — A"S— A'S  + AS  j 

die  sono  irlenlicamente  quelle  alle  quali  pervenne  algebrica- 

menle  il  prof.  Malfatti. 

Sommando  poi  due  a due  le  espreasioni  di  Malfatti , e t&« 
nendo  presente  la  figura  , ne  ricaveremo  immantinenti  le  se^ 
guenti  tre  altre  espressioni 

AS  +SP  — AP  asDE 
A'S  +SP  — A'P  =BE 
A"S  +SP  — A"P=iBD 

Le  quali  corrispondono  ad  nn  teorema  avvertito  da  Tedenat,  e 
che  possono  cosi  costruirsi  (*)  . 

Iscrivasi  il  cerchio  nel  triangolo  A'AA",  e tirate  al  suo  ceiH 
tro  le  AS,  A'S,  A"S , distendasi  la  AS  fino  alla  circonferen- 
za in  Y ; indi  , centro  A , ed  intervallo  AP  , si  descriva  1’ 
arco  di  cerchio  PXP  j sarà  XY  se  AY  — AX  a*  AS  -f-  SY 

AP  = AS  -f-  SP  — AP,  e quindi  XY  ss  DE.  E nell’  istesso 

modo  si  costruirebbero  le  BE , BD  sulle  corrispondenti  ret' 
te  A'S , A"S. 

T B 0 » B M À 3* 

Detenvendo  degli  archi  di  cerchi  aventi  per  centri  i verliei 
del  triangolo  , e per  raggi  U distanze  dai  verliei  medesimi  al 
centro  del  cerchio  iscrittiòile  , i pusUi  medii  delle  rette  , che  es- 

l'J  Vaganti  tu  tal  proposito  le  Csnsidsruùni  se.  del  prof.Flauti, 
inserite  nella  Parte  1.  delle  iVwhuion»  svi  jnvfrumma  da  lui  propo- 
sto , pag.  62. 
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tì  chit  a due  itUereeilano  su  eìateun  lato  ^ cofritpondtranAo  ai 
punti  medj  delle  tangenti  intermedie . 

Così  p.e.  , se  SM  , SN  tìeno  gli  archi  di  cerchi  descritti 
co'  centri  A' , A",  e co’  ra^^i  A'S  , A"S  ; il  punto  U medio 
di  MN  corrisponderà  al  ponto  medio  di  DE. 

'Dim.  •—  Essendosi  dimostrato  nel  teorema  2*,  che  la  diffe- 
renza delle  A"E , A'D  sia  qoanto  la  differenza  delle  A"S,  A'S, 
le  quali  or  sonosi  latte  respcttiramente  eguali  alle  A"N  , A'M  , 
risulterà  la  differenza  di  queste  , ossia  quella  delle  A"M  , A'N 
pari  alla  differenza  delle  A"E  , A'D.  Quindi  si  avrà  la  differen- 
za delle  A''M  , A"E  eguale  a quella  delle  A'N  , A'D  , cioè 
sarà  ME  eguale  a DN.  E perciò  il  punto  U,  medio  dì  NM,  sarà 
pure  il  punto  medio  dì  DE. 

Cemoiiduio, 

Risulta  da  ciò  , che  i punti  medj  delle  tangenti  intermedie  si 
oilengono  indipendentemente  dalle  tangenti  stesse.  £ per  detw- 
minare , p.e.  , il  punto  medio  di  DE  basterà  prendere  le  A'M, 
A"N  eguali  respettivamente  alle  A'S , A"S  ; perchè  il  punto 
U , medio  di  MN , sarà  pure  il  punto  medio  di  DE  . In  cgual 
guisa  si  otterrebbero  i punti  medj  di  BE  , BD  . 

In  conseguenza  delle  proprietà  esposte  , potrà  darsi  al  pro- 
blema di  cui  trattasi , la  seguente 

CeatnvtsoHt. 


Bisecati  gli  angoli  del  triangolo  con  le  AS,  A'S  , A"S,  ed 
abbassata  SP  perpendicolare  ad  un  de’  lati,  p.  e.,  AA",  mori* 


4o 

>asl  il  cerchio  nel  triangolo  ASP  -,  indi  prese  le  A'M,  A"N 
eguali  alle  A'S , A"S  , e bisecata  MN  io  U , si  taglino  le  UD, 
UE  eguali  ciascuoa  ad  SV  . Fatta  inoltre  A'Z'  eguale  ad  A'D, 
SZ  eguale  ad  SZ',  ed  AB  eguale  ad  AZ,  si  tirino  ad  AA',  A' A" 
le  perpendicolari  BO  , DO',  F,0".  Saranno  queste  i raggi  de’  tre 
fen  ili  , ed  0 , O'  , 0''  ne  saranno  i centri  . 
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BlPLESSIONl 

Svile  ove  rnECEOBNTi  soLvno.it  di  mcola  tixvoì 

t 

AL  QVBfllTO  11.  DEL  rnOCKAXM.i. 


Si  c già  delto  , nella  parte  I.  ili  queste  Produtioni  sul  pro^ 

igramma  , come  avesse  anito  origine  il  problema  geometrico  che 

vi  si  proponeva  per  secondo  quesito  ; a che  conviene  aggiu- 

gnere  un  tipo  di  esso  trovarsi  già  presso  Frate  Luca  , ed  è 

il  problema  I.  della  DitCtnzione  riti,  del  suo  Trattato  di  Geo-  . 

metria  , nel  quale  proponevasi  egli  : collocare  in  un  triangolo  i-  , 

' ootcele  ài  cui  la  6ase  sia  maggiore  di  ciascun  lato  'tre  circoli 

ttguali , e mssggiori  che  si  possa  ; e ne  recava  la  soluzione  , 

che  tradotta  in  linguaggio  algebrico  è la  seguente  . 

Sia  BAC  il  triangolo  proposto  , la  cui  base  BC  si  dinoti  (Ig. 

))cr  b , e ciascun  Iato  BA , AC  per  / : M , 0 , N sicno  i tre 

circoli  iscrittivi  , di  cui  oiascan  diametro  si  esprimi  per  2j; , e 

compiasi  la  figura.  Sarà  anche  ciascuna  delle  MO  , ON  =x  2x. 

Inoltre  I’  altezza  del  proptesto  triangolo  verrà  dinotata  da 

quella  deir  altro  MON  > ebo  gli  è simile  , 

b'  **  . . . 

il  sarà  da  V(  — jr*'  ) oc  x y(  4 ~ "p")'  P***  ®‘**®““* 

delle  quattro  rette  uguali  CQ  , CS  , BP , BV  sarà  espressa  da 

( -^  i "“■j)  * ’ * ciascuna  delle  altra  due  pur  eguali  AB,  AT 

lo  sarti  da/  — 2x  ■ yx)  «=  / — — 2x-fyx. 
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Ouennle  le  espressioni  di  queste  rette  , risniterk 

r aja  dell'  intero  triangolo  ABC  = -^  t V ( 

z 4 

la  roimna  de'  due  rettangoli  VMOT  + NORS  = 
r altro  rettangolo  MI  QN  = 2**  ~ 


la  somma  de'  quattro  triangoli  QXG+NCS-f-PMB-l-JIBV  =s  fc*  — 2*’ 


qnclla  de'  due  altri  ORA  + OAT  = <*  — — te  — • 2»*  -f-x*  -t- 

ed  il  triangolo  MON  — x'  — ^ 

Db  che  oUeiTassi  pel  problema  la  seguente  equazione 

(2+f + f V(4-y)}*'  + (Y»  + ')»  = 4*V(t’-4**’  > 

K mcitendo  / r=  10  , A = 1'2 , come  adoperpTa  Frate  Luca,  cui 
non  era  ignoto  V artifizio  dì  risoluzione  , eh’  ebbe  poi  tanto 
onoralo  il  Vieta  , ma  si  bone  1’  a.'te  simbolica , per  render 
breve  , e generale  il  ragionamento  analìtico  , e lo  stabilimento 
dell'  equazione  , si  otterrà  secondo  lui 

5 x’ + 1C.r  = /.«(*)  ' 

donde 


x=3_ 


Supponendo  equilatero  il  triangolo  , 1’  equazione  tidorrebb^ 

(3  + V3)*’  + -|^  = -^^' V3 


SI  a 


'<  La  recata  analisi  del  problema  non  A,  che  il  ragionamento  di 

Frale  Loca  trodotio  m linguaggio  algebrico  ; cfao  beo  più  bcilmenta 
poteva  ottenersi  la  cbiesta  soluzione. 
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ctl  i tre,  cerchi  descrìtti  dentro  di  esso  si  toccherebbero  scam* 
bievoimcotc. 

Or  senza  dire  ciò,  che  qnesto  nostro  antico  analista  , cui  ben 
jnìi  dp\c  la  scienza  di  quello  che  comunemente  gliescnc  attri- 
buisca , soggiunse  in  seguilo  per  altro  iscrizioni  simili  di  cerchi 
i)c|  cerchio  , dii  non  avrebbe  ravvisato  presso  lui  il  problema 
dal  Malfatti  la  prima  volta  proposto , e risoluto  , se  le  opere  di 
que'  nostri  primi  itali  maestri  non  fossero  divenute  pure  archeo- 
logiche speculazioni  ; c se  or  più  che  mai  la  scienza  nostra  non 
sì  limitasse  alla  semplice  lettura  de'  libri  del  di  di  jerì  , pren- 
dendosi però  ogni  cosa  che  vi  si  rechi  per  nuova  ? Di  che  l>cn 
con  ragione  si  dolgono  coloro  la  cui  cultura  nelle  roatematiclie 
è già  divenuta  di  antica  data  . 

Si  è pur  detto  nel  luogo  stesso  della  parte  precedente  quan- 
to occorreva  circa  i tentativi  fatti , per  dare  della  soluzione 
del  Malfatti  un’  analisi  più  diretta,  non  potendo  certamente  rie- 
scire  a grado  de’  moderni  geometri  quella  trasmutazione,  che  nel 
corso  della  tncdesinia  egli  fa  dall’  andameuto  di  ricerca  a quello 
di  dìmoslrazìoue,  che  rìducesi  poi  piuttosto  ad  una  verifica.  E 
nell'  esporre  partitamente  , compendiandola,  tal  sua  soluzione, 

è pur  mostrato  come  in  essa  chiaramente  si  contenessero  al- 
cune verità  , di  una  delle  quali  , posteriormente  , prendendole  a 
riduzione  del  problema  , se  n'  era  dimandata  la  dimostrazione 
indipendente  da  quell’  analisi , cd  inutilmente  forse  da  molti  ri- 
cercata. In  somma  si  è ivi  esposto  quanto  di  tentativi  algebrici 
si  era  fatto  su  tal  problema  , alcun  de’  quali  non  vedendosene 
esegaito  da’ coltivatori  del  modernissimo  metodo  a coordinate  , 
pou  escluso  il  Getgonne  , che  n’  ero  grande  ed  utile  promoto- 
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re  , ia  dubìtaro  , che  il  problema  siaùsi  dimostrato  riluttante  « 
togliendo  cosi  a quel  metodo  la  gencraliUi  che  vorrebbe  attri- 
buirsCgU  , e che  ue  dorrebbe  cosliluiie  la  qualità  priucipale.  ^ 

Finalmente  nel  luogo  stesso  erasi  già  recata  in  abbozzo  la 
soluzione  geometrica  del  problema  presentata  dal  Paucker  , 
alla  quale  couvìen  che  si  paragonino  le  due  del  Trudi  , che 
sono  state  giudicate  degne  del  premio  proposto. 

Or  la  prima  di  esse  , quella  che  venne  da  costui  consegna- 
ta al  segretario  perpetuo  della  nos  ira  Accademia  , all’epoca  sta- 
bilita , ha  un’  analisi  breve  e piana,  fondata  su  di  una  semplice 
conversione  del  problema  proposto  , che  avTcbbe  dovuto  presen- 
tarsi facilmente  ad  altri  risolutori  del  medesimo  ; ed  essa  non 
ha  bisogno  che  di  sole  quattro  verità  geomeUrichc , le  quali 
non  sono  già  solamente  proprie  ad  una  tal  ricerca  , ma  da  servi- 
re benanche  in  altre  di  contatti  di  cerchi  con  rette  . La  costru- 
zione ne  risulta  assai  age\ule  , e però  ad  una  tal  soluzione  non 
può  negarsi  la  caratteristica  di  una  grandissima  eleganza  , ch'era 
ciò  che  da'  moderni  gcomctrì  ricbicJcNasi  , dopo  ottenuta  la  so- 
luzione geometrica  del  Paucker  , che  aveva  iu  parte  soddisfatto 
a'  loro  dcsidcrj  . 

^ìc  credo  fuori  di  proposito  avvertire  , che  una  tal  solu- 
zione ismentisca  evidentemente  , ciò  che  fu  con  poca  consi- 
derazione propalato  nella  rispetta  al  programma  pubblicata  dal 
sig.  Padula  , che  (ptalutujue  soluzione  si  darà  mai  del  presente 
problema  ti  potrà  sempre  facilmente  ricavare  dalle  eijuazioiù  da 
lui  in  risolverlo  rilevate  . Su  dì  che  nou  islimo  conrenevole  di 
ulteriormente  insìstere  . Ha  ancora  una  tal  soluzione  , come  lo 
stesso  autor  di  essa  accenna , la  prerogativa  di  mostrare  qua- 
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si  che  per  inlulzioDC  quante  e quali  soluzioni  possa  ricevere  il 
prohUoia  , consideralo  non  j^ià  nella  forma  proposta  ^ ma  nell’ 
aspetto  generale  di  tre  rette  , che  debbano  due  a due  esser 
torcale  da  ognuno  de’  tre  cerchi  che  Ira  loro  si  tocchino  ; e per 
ciascuna  di  tali  soluzioni  i due  rasi  che  le  corrispondono  . Di 
che  egli  ha  credulo  poter  per  ora  bastare  il  semplice  saggio 
che  ne  presenta  , notando  un  caso  particolare  , nel  quale  la  so- 
I uzionc  del  problema  dee  ricevere  una  necessaria  modificazio* 
ne,  per  la  qualità  de’ contatti. 

Ma  dopo  ciò  , il  Tiiidi  medesimo  , ulteriormente  occupatosi 
a trattare  lo  stesso  problema  , essendo  riescilo  ad  ottenerne  al- 
tra soluzione  geometrica  indl|iendente  affatto  dalla  già  presen- 
tata , si  affrettò  a consegnarmela  direttamente  ; ed  ic  credendo- 
la ben  degna  dell' attenzione  de' geometri  , bo  stimalo  conve- 
niente pubblicarla  in  seguito  della  prima. 

Di  quest’  altra  soluzione  piìi  diretta  n’  è 1’  analisi  , non  es- 
sendovi bisogno  di  quel  ripiego  di  conversione  adoperato  per 
la  prima  ; e le  verità  uuuvc  eh’  ei  >i  discopre  nel  corso  del- 
la medesima  , oltre  alla  loro  importanza , conducono  ad  una 
costruzione  semjiliee,  ed  elegante-  Del  tutto  nuove  , ed  Interes- 
santi sono  ancora  le  proprietà  geometriche  de’  contatti  dimo- 
strate ne’  lemmi  eh'  ei  premette  a tal  sua  soluzione  , c che  nulla 
hanno  anche  di  comune  con  I’  altra  già  data. 

Finalmente  coloro  i quali  desideravano  veder  dimostrala  geo- 
metricamente la  verità  , che  dal  Tedenat  era  stata  rilevata  da|- 
I aualisi  dal  Malfatti , e da  me  diuotata  nelle  Considerazioni 
a pag.  G2.  , dalla  quale  una  semplice  e diretta  soluzione  del 
prolilema  ottcnevasi , rimarraono  soddisfatti , non  pur  dal  vedo- 
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ra  essersi  ciò  dal  Tmdi  facilfflentc  Consegaito  in  questa  sua 
soluzione  : ma  ancora  dall’  osserrame  altra  , che  con  pili  sem> 
plicità  tì  soddisfa,  e della  quale  più  comoda  n*  è l’ esf  o^izioue. 

lu  somma  a coucliiudcrla  brevemente , con  la  proposta  da 
me  fatta  di  questo  problcuna  , la  Geometria  non  pnr  ne  ha 
conseguito  due  elegantissime  soluzioni  del  medesimo  ; ma  si  è 
arricchita  di  nuove  importanti  verità  , che  non  dubito  vederle 
utilmente  adoperate  in  nuove  ricerche  ; ed  alle  quali  senza 
questa  occasione , io  altro  modo  non  sarebbesi  mai  pensato  : 
senza  dire  di  tutto  quell’  altro  materiale  di  verità  nuove  , che 
al  Trudi  sonosi  presentate  nel  cammino  arduo  di  sue  ricerche 
per  r analisi  di  lai  problema  , e che  serba  ad  altro  uso  . G 
ciò  combina  con  quello  eh’  è stata  da  me  detto  nelle  Conside~ 
razioni  ; ed  è ancor  comprovato  da'  tentativi  fatti  per  Io  stes>  ' 
so  oggetto  da’  prof.  Francesco  Grimaldi  , e Giacomo  de  San- 
ctis  (*)  , che  sebbene  rimasti  infruttuosi  per  la  richiesta  $010- 
zione  , non  lo  sono  però  stati  per  la  Geometria. 

{•)  Il  nostro  prof.  Grimalili , assai  versato  nell'  antica  e nella  moder- 
na analisi  , e gran  promotore  di  esse  co’  suoi  stiulj  , e con  lo  suo 
geometriche  elucubrazioni  , delle  ({uab  a vantaggio  della  scienza  in  ap- 
presso ne  pubblicheri  alcuna  mi  b^  praseotati  i suoi  tentativi  per  ri- 
solvere il  problema  del  Malfatti  , che  non  sarebbero  rimasti  infrut- 
tuosi , se  egli  non  avesse  desistito  dal  continuarli , avendo  osservate  le 
soluzioni  gii  falle  dal  suo  collega  Tmdi . Ed  il  prof,  de  Sanclis  . che 
con  buon  successo  istituisce  la  gioventù  nelle  Matematiche,  nella  tua 
provincia  del  Contado  di  Molise  , od  in  quel  Collegio  Sannitico  . mi 
ebbe  pur  inviali  i suoi  , che  se  non  bastarono  a fargli  ottenere  la  de- 
siderala soluzione  , mcttravano  esser  però  feraci  di  belle  verità  nuo- 
ve , nel  cammino  di  essa  rilevate  . 
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AL  HtÒF^  CAT.  lÌAVTIi  ' 


Bi*ptUaiiIì$tim  tif,  éavélMt  ’ 


L abitò  cbiitrattò  ùn  tetdpO  iii  rositi  sòaola'  di 
hon  abbandonar  mai  ricerca  geometrica  senza  averla 
})er  ogni  verso  j osando  ciascan  metodo  ^ considera^ 
ta  , mirando  sempre  a condurla  al  grado  di  genera- 
lità , ed  evidenza  di  coi  mostravasi  suscettiva,  ba  lat- 
to si  , che  essendo  io  concorso  al  programma  da  Voi 
proposto 'in  aprile  del  iSdg  ^ mi  occupassi  ^ attèn- 
dendo il  giudizio  su  le  mie  risposte  » ad  estender  le  ri- 
cerche sogli  a^omenti  j che  le  riguardavano  ^ al  che 
debbo  il  lavoro  > che  ora  sottopongo  al  voetro  severo 
giudizio  féd  altri  t che  a mano  a mano  vi  andrò  pre- 
sentando , ed  ai  quali  Voi , conóscendo  i miei  passi  ^ 
mi  avete  piò' volte  ^UtO  > ' 

Valeva  il  primo  quesito  ' intorno  al  problema  dei 
Cramer  j ancora  al  presente  famoso,  perle mdtipli* 
ci  »»colari  ricerche  fattevi  sopra  da’  primi'  matematici 
del  passato  Secolo , e del  presente  } ed  io  » dcqm  avef 
presentata  la  costruzione  , che  già  tTovavami  aver  e- 
ecigoiia  ) dell'  equazione  TUevata  dall’  insigne  Lefraai* 
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ge , e da  Voi  richiesta  , fondandola  assolutamente  su 
que’  medesimi  principi  semplicissimi  , ed  elementari  , 
che  avevan  guidato  quel  sommo  uomo  nell’  analisi  di 
tal  problema  , e senza  alcun  ripiego  estraneo  , ho  cre-> 
duto  compiere  quest’  argomento,  non  solo  con  la  solu- 
zione geometrica  , valendomi  degli  stessi  principi  de) 
Lagrange  , ma  ancora  tentando  quella  del  problema 
esteso  alle  curve  coniche  , di  cui;  per  allora  , atteso  le 
mie  occupa^oni  divergenti  dalle  Matematiche  , e la  ri- 
strettissima sfera  d>  relazioni , niente  altro  conosceva  , 
che  una  soluzione  puramente  analitica  data  fuori  dal 
prof.  Tucci  nel  i8i8,  la  quale  , invero  , nòmen 
sotldisfacevami  interamente  . ISè  sono  scontento  della 
fatica  in  ciò  durata  , sembrandomi  esser  rioscito  ad  ot-  ■ 
tenere  |>er  tal  caso  più  generale  una  soluzione  del  pari 
elegante  che  la  più  semplice  di  quante  se  n’  eran  già 
date  per  1’  altro  elementarissimo  del  cerchio.  Incorag- 
giato da  questo  buon  successo , mi  sono  spinto  oltre  a 
tentare  il  problema  generalissimo  del  poligono  da  iscri-? 
versi  in.  mia  curva  conica  , che  par  quanto  sappia  nou 
ha  finora  ricevuto  soluzione  da  alcuno  da’, moderni  ma- 
tematici , e con  qualsivoglia  metodo  ingegnandomi 
ottenerla, per  le  pure  vi«  gepmetrkho  » per  le  quali  a 
mepare'esser  rie^to  in  un  modo  da, non  lasciar  altro 
a desiderare  : di  che  non  mancherò  farne  giudice  il 
]lubblifx> , e Voi,  .dopo  avervi  esposto  l’  argomento  di 
oui  ona  3ni  sto  ocQU]>ando,  e che  dalle  investigazioni  su 
questo  problema  ftvOndo  presoorigine  , n’  è però  come 
il  prelimitiare I » / n'»«  , .;i. 

■Or  ■io  ne’  varj  tentativi , eh*  faceva  per  risplvar^ji 
prddema  di  coi  parlo-,  imbettavami  jn  diverso.^tif^f*» 
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che , e tra  l’ altre  di  alcune  locali,  che  sebbène  scorgessi 
dal  mio  scopo  aliene  , pur  sembravanroi  degne  di  con- 
siderazione ; le  quali  cose  potendo  riescir  utili  in  altre 
ricerche  affini,  non  tralascerò  all’opportunità  dinotarle 
al  pubblico  : e debbo  confessare  , che  mi  era  di  non 
poco  contento  osservare  , come  dopo  averle  dalla  Geo- 
metria ottenute , divenisse  facile  rilevarle  col  metodo 
delle  coordinate^  nel  che  prima  con  molta  difficoltà , si 
sarebbe  potuto  riescire  , e potrei  anche-  dire  , che  per 
talune  impossibile  sarebbe  stato  il  tentarlo.  £ ciò  con- 
fermavami  sempre  più  nell’  opinione  con  Voi  comune, 
che  parecchi  difficili  problemi  si  veggano  con  tal  me- 
todo risoluti  , sol  perchè  di  essi  n’  era  già  geometrica- 
mente conosciuta  la.riduzione,  che  ha  servito  di  gui-  . 
da  all’  analista  in  apjdicarvi  quel  metodo  j e talvolta 
per  esservisi  ado|>crato  , cammin  facendo  , qualche  ri- 
piego , che  la  Geometria  sola  ]K>teva  somministrare  . 

Ma  di  tutte  queste  cose  io  non  istimo  addurre  esem- 
pi , scrivendo  a chi  n’  è giudice  competente  , e poten- 
dole chiunque  altro  ben  rilevare  dall’  argomento  stes- 
so , che  mi  sono  ora  prefisso  trattare  , . e dagli  altri 
che  ho  accennati , e che  andrò  successivamente  sot- 
tomettendo al  severo  ed  imparziale  giudizio  de’  mate- 
# matici  moderni.  Di  fatti  si  vedrà  dalla  mia  soluzione 
del  problema  del  poligono  , che  invano  si  sarebbe  ten- 
tata senza  il  soccorso  di  qualche  geometrica  conside- 
razione; e ciò  senza  dubbio  è stata  cagione  , che  finora 
esso  non  si  fosse  da’  coltivatori  dell’  analisi  pura  pota- 
to risolvere , non  escluso  il  Gergonne  , che  certa- 
mente tra  questi  meritava  un  posto  distinto  , e che 
aveva  ben  avuta  ragione  di  occuparsene , e far  ogni  ■ 
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sforzo  per  riesdrvi , per  essergli  suto  proposto , qaasì 
a pubblica  disfida  , e per  convalidare  la  prevalenza  de’ 
metodi  geometrici , dal  distintissimo  suo  compatriota 
Poncelet , com’  egli  stesso  accenna  a pag.334  del  V0I.7 
degli  Annali^  così  dicendo  ...  Dans  un  prochain  arti* 
de  nous  essayeron  d!  ètendre  nos  prooédés  au  problente 
général  cu  il  s'agit  soit  d inscire  a une  tigne  du  sécond 
ordre  un  poligone  de  m cotés  , doni  les  cotès  passent 
par  un  mente  nombre  de  points  donnés  1 toit  etc:  etc* 
Ma  nulla  avendo  poi  egli  intorno  a ciò  pubblicato  , è 
da  credere  essergli  riescilo  vano  ogni  tentativo^ 

Ho  insistilo  su  questo  proposito  , per  ricordare  il 
saggio  precetto  sempre  da  Voi  inculcato  f ed  invano 
maliziosamente  stravolto  da  taluni  tra’  nostri  coltivatori 
del  solo  metodo  a coordinate  , e spregiatori  della  Geo^ 
metria  antica  , per  non  conoscerla  affatto  , che  al  geo-* 
metro  convenga  esser  profondamente  istruito  in  ogni 
metodo  d inventare , conoscerne  le  risorse,  e sapet^ene 
a proposito  valere , talvolta  accoppiandoli  insieme,  on-> 
de  a forze  riunite  valgano  a far  riescire  allo  scopo  pre^ 
fisso  : il  qual  saggio  precetto  è stato  sempre  consigliato 
da  tutt’  i sommi  matematici  moderni , e come  il  Gra- 
mermanifestamente  ripetea  , dicendo  ..<  Il y a donc  , 
ce  semble  de  V humeur , et  une  sorte  de  caprice,  à mé- 
priserune  mélhode  si  utile,  et  à faire  gioire  de  n'empio- 
yerfjuel  Anolyse  géomètriquc  des  anciens,  CeUe-ci, 
je  Vanume,  a sur  V Algebre  le  ménte  d une  évidence plus 
sensibile  , et  d une  certaine  élegances  qui  plait  infini* 
meni-,  mais  il  s'en  faut  beaucoup  quelle  soit  aussi  eomr^ 
m de,  et  aussi  uuiverselle  . Donnei  Itti  donc  \ sit  vouS 
voide: , la  preference  j mais  ne  donnei  point  d éxclu* 
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tion  a V aiUre  mèthode.Les  vèrités  mathìmatlques  ne 
Soni  pas  si  facilesà  trouver  j tfuon  doive  chercherdu 
ménte  à se  fermer  (juelcune  des  routes  qui  peuvent  y 
conduire  . 

Che  se  non  avessero  cosi  giudiziosamente  pensato  il 
Cartesio  , e tutti  que’  distinti  geometri  , che  appiglla- 
ronsi  al  metodo  da  lui  proposto,  il  Newton  e’I  Leibnitz, 
dopo  aver  avuta  nelle  mani  la  potente  leva, che  i progres- 
si deilanalisi  moderna  olTrivan  loro  nelle  considerazioni 
deir  ioHnito  , e con  essi  i BernouUi , 1'  Eulero,  e tut- 
te le  loro  scuole  ; e se  anche  a’  nostri  tempi  II  Lagran- 
ge,  il  Monge,  ed  ancor  altri  avessero  a dirittura  dispre- 
giata la  Geometria,  non  si  vedrebbe  or  questa,  e |)er  le 
sole  vie  ad  essa  improprie  della  modernissima  analisi, 
aver  acquistato  quel  dominio  , e quella  faciltà  in  ri- 
solver problemi  , c generalizzarli  , che  tanto  distingue 
r attuale  perfezioiiauieoto  di  essa.  , 

Ma  non  so  per  quale  stranezza  , io  mi  sia  indotto  a 
digredire  con  Voi,  ripetendovi  quegli  stessi  sani  precet- 
ti , che  da  Voi  già  appresi  , e da’  quali  nutriti  molti 
vostri  allievi,  or  professano  con  pubblica  utilità  le  Ma- 
tematiche tra  noi , ed  in  esse  distinguonsi  ? Ritornando 
dunque  al  mio  proposito  , dirovvi , che  all’  occasione 
dell’  argomento  anzidetto  , essendomi  messo  a svolgere 
gli  elaborati  volumi  degli  Annali  di  Matematica  pub- 
blicati dal  Gergonne  , che  non  sono  già  da  conside- 
rarsi come  una  delle  solite  compilazioni  periodiche  , 
ma  sì  bene  come  una  scelta  raccolta  di  Memorie  impor- 
tanti , ed  utili  a’  progressi  di  nostra  scienza  , fui  non 
poco  sorpreso  nel  vedervi  ripetutamente  proposto  il 
problema  generale  del  poligono  , e con  vivissimo  desi- 
derio che  si  riescisse  a risolverlo.Rilevava  inoltre  da  es- 
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si  che  il  problema  del  Cramc  esteso  alle  curve  coni^ 
che  era  già  stato  compiutamente  risolalo  in  diversi  mp*  " 
di  con  r antica  Geometria  , e vi  ammirava  una  sola 
soluzione  col  metodo  delle  coordina^  , che  usando 
n'novi  , ed  ingegnosi  ripieghi  aveva  ordita  il  Gergonne 
medesìmn  fìn  dal  i8itì , soluzione  i»ri  a quella  di  so^ 
]>ca  detta  dal  nostro  [)tof.  Tacci  posteriormente  pub* 
Ì)licata  , che  anzi  rischiarava  di  questa  1’  andamento  » 
e toglieva  ogni  diilicoltà  sulla  semplicissima  costruzlo* 
ne  cui  pervenivasi  . Ma  il  problema  del  poligono  , par 
che  avesse  elusi  tutti  gli  sforzi  , ed  i tentativi  fatti  } 
e non  debbo  tacere  , che  fissò  molto  la  mia  attenzio* 
ne  Uno  srjuarcio  di  lettera  diretta  dal  sunnominato  in* 
signe  matematico  francese  Poncelet  al  Gergonne  , ove 
accennava  di  una  sua  soluzione  di  tal  problema  y ri- 
]u>rl!indone  la  sola  costruzione  , tacendo  affatto  la  via« 
e '1  metodo  onde  eravi  pervenuto  y per  la  ragione  che 
or  trovo  a proposito  rammentarvi. 

Aveva  il  Gergonne  fatto  ogni  sforzo  t per  otteue* 
re  con  l' analisi  pura  , metodo  da  lui  prediletto  , e y 
convien  dirlo  « perfezionato  , la  soluzione  del  proble* 
ma  del  Cramer  esteso  alle  curve  coniche , onde  rile* 
varne  arditamente  la  superiorità  di  un  tal  metodo  sul 
puro  geometrico  degli  antichi  j al  che  opponendo  sue 
ragioni  il  Poncelet  , in  una  lettera  a quello  indirizzata 
sul  proposito  ( Annali  v.  8.  an,  i8i6,  p.  389  ) , così 
t:onchiudeva  per  vie  di  fatto  ....  En  supposant  qut 
par  et  mot  dt  géometrie  pure  y vmt  ooulie*  entendrt 
seulement  celle  drs  anciens,  c'  est  a dire  y celle  quont 
cuUivè  les  Euclides  , les  ApoUonius  y les  Vietes  , les' 
FermatSy  les  Vmani  y'ies  tìaUe^  etc.,/  avouenù 
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hntiers  , que  , mal^ré  I estime,  qu  elle  ménte  a piu- 
sieitrs  é^ards,  je  stiis  parjaitemcnt  cTacooni  avcc  \>oiis. 

- /’  ajoulerai  méme  qitc  je  ne  pcnse  pas  qa'  a<ecc  le  se- 
cours  seni  de  cctle  géonietrie  on  puisse  jamais  pary/enir 
a qnelque  chose  de  biengénéral.  Or,  on  ne  sminuì 
itoiUer , que  la  généraldó  des  Solutions  ne  soit , le  plus  ' 
sowent  la  source  de  leur  élégance  , et  de  Icur  sim- 
plicité,  ^ 

Mais  si  par  géomeirie  pure,  oousvotdezcnlendrc,  ' 

cn  général  celle  oh  F on  s' enterdU  simplemeiU  f usa- 
sede  la  méthode  des  coordonnées,  ou  méme  de  tolde 
espece  de  calcai  quelconqne  qui permeltraà  de  perdre 
momentanemcnt  de  vue  la  Jigure.  dont  on  s' occupe  l 
SI  par  la  vous  voiilex  rdésigner  cede  gSometrie  , culti- 
K-ée  par  les  modernes  , dans  la  quelle  au  moyen  des 
notions  <F  infiniment  petis  on  parvient  a decouvrir 
les  relations  qui  existent  entre  les  dioertes parties  dune 
Jigure  supposée  variable  ^ si  oous  voulez  parler  enjin 
de  celle  géometrie  aui  consiste  a chercher  dans  les  prò- 
prietés  de  F étcndue  a trois  dimcntions  la  soltdion  d 

un  pivbleme  de  la  géometrie  piane  , pour  répasser  ' ' 

ensuite  de  celle  ci  a ce  qui  concerne  la  géometrie  de  F 

cspace  , je  dèclare  franckement  que  je  ne  saurais 

admettre  uvee  vous  Monsieur  , 'que  cede  géometrie  ne 

puisse  donner  a lafois,  des  soltdions  aussi  simples  , 

et  aussi  éléganiesque  celles  qd  on  deduit  du  calciti, 

•P  avoue  méme  que  /incline  fortemenl  a penser  que 
Iraitée  a son  tour  d une  maniere  convenable^  et  moins 
restreint  qvFon  ne  F afuit  jusqu  ici  , elle  peiU  fornir , 
parla  vote  d intuition , qui  lui  est  propre,  et  pour  cer- 
tatnes  cluttet  de  problemes  j des  Solutions , qui  F em- 
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portent  de  beaucoup  sur  celles  qiì  on  deduil  de  la  géo^ 
ptélrie  ofuUytique , ménte  dans  Pétcft  de  perfection  au 
quelle  elle  est  aujourdhui parvenue  , 

Je  ae  répéterai  pus  enjaveitr  de  la  géometrie  pure^ 
ce  qu  eri  ont  deja  dit  les  plus  gramfes  géometres  ; y* 
essa^erai  seulement,  dans  ce  qui  suìvre,  de  donner 
des  exemples  particuliers,  propres  a confirtner  et  a ju-^ 
stisier  r opinion  que  je  me  snis  fbrmé  sur  ce  point  . Il 
ne  sufjirait  pas  en  effet,  dans  cette  teiere,  de  rappor*. 
ter  des  tèmoignages  plus  ou  moine  (xmsàcrés,  ni  méme 
de  simples  raisonnements,  quelque  solides  qiC  ils  puis-t 
seni  tT  ailleurs  paraitre  \ mais  il  faut  , en  (queUpta 
sorte,  des  preuves  de /afts,  des  preuves  expérimentaìeSf 
qui  piussent  eritrer  en  paralleìe  , po^r  V élégance  dcs 
résultais,  avec  celies  que  yòiu  a\»ez  vous  méme  offertes 
en  favew  de  la  méthode  des  coordonnées  . 

Je  ne  prélends  pas  au  surplus  que  la  géometrie  ra-r 
tionelle  ad  loujours  V avantage  sur  tanalyse,  ni  quoti 
doi\'e  costamment  la  préférer  a celle  derniere , dans 
les  recbercbes  purement  géometriques  . Je  pense  , 
au  contraire  avec . M.  Dupin  que  chacune  de  ccs 
deux  Sciences  a des  moyens  qui  lui  soni  propres  , et 
qu  on  ne  pourrait , sansan  grand  préjuaice  pour  Va-r 
vancement  de  la  Science,  cuUivertune  ouVautre  clune 
maniere  trop  exclusive  . J’ ajoularai  ménte  qti  il  me 
parali  qu  on  ne  saurait  trop  s'  efforcer  eie  les  éléver , 
polir  ainsi  dire  , de  front,  a la  méme  hauleur  j en  en- 
ployent  les  principes  généraux  de  t analyse  a donner 
nux  résuUats  de  la  géometrie  toute  Vextension  quihur 
manque  dordinaire  et  qui  appartient  esscruieliemeni  a 
ceux  de  la  primiere  j et  en  se  seryant  réciproquement 
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I&/II  mìle  ci  des  considerations  de  la  geometrie  , soit 
polir  simplifierl  èlat  de  la  quest ion  en  la  ramenent  a 
des  circostances  particuUeres  plus  facilenient  accessi-^ 
hhSf  soU  pour  faire  le  choix  d inconnues  le  plus  con^ 
venahles,  soit  enfia  pmir  interpetrer  et  pous  developper 
Ics  consequences  gdomelriques  desresultats  de  ses  cal-^ 
culs.  J’ ai  tout  lieu  de  croire^  Monsienr,  que  vous  sou- 
scriret  volontiers  a ces  dcrniers  refiections  , et  que  vous 
ks  trowerei  tout  a fiait  confiormes  a vos  propres  idèes 
sur  la  geometrie  pure  , et  sur  Ut  geometrie  analytique» 
Je  crois  du  moins  en  aVoir  poar preuve  aa  grand  nom- 
bre  <T  articles  que  vous  avete  fournis  a votre  recueil  pe- 
riodique  > et  hotament  le  dernier  des  articles  deja  ci* 
tés  , ou  Vous  faites  usa%e  de  considerations  geometri* 
ques  preliminOireSf  pour  sintplifier  la  question  , en  ri* 
marquant  qu’une  construction  qui  peut  s'ejfecluer  avec 
la  regie  , pour  t une  quelconque  des  sections  coniques^ 
est  par  la  mime  indistinclement  applicable  a toutes  les 
nutres  . . > .Le  premier  des  èxemples  qui  suivent  pa* 
mitra  dautant  plus  convenable  que  desi  pricisementy 
Monsieur , le  problense  gènèml  dont  vous  avet  traiti 
le  cas  le  plas  simple  ec.  > « » Toutes  les  constructions 
priddemment  indiquies  son  ptincipalemenl  diduitet 
de  deux  tkioremes  giniraUX , dont  nous  nous  bome* 
ronsy  pour  leprisent , a faire  connaitre  V enoncie, 

I . Un  pollone  éMlconqae  etant  inserii  a une  Se* 
clion  Ccnùpte  ^ si  T oh  vient  a le  faire  varier  de  tou* 
tes  les  mmnieres  possihles , de  manier  cependant  qu’il 
ne  cesse  pas  d etre  inserii  a la  couròe  > et  que  tous  ses 
cotest  excepte  un  seul,  passoni  constamment  par  deuX 
poles  fixes  , ic  coté  liitx  sera  , dans  son  mowementt 


fierpetucllemcnt  tangent  a urte  autre  Section  oonìiniey 
tQUchant  la  primiere  en  deux  poìnts. 

a.  Un  poligone  r^uelconque  Stani  inserii  a une  Se-ì 
Ction  Coniqne  , si  V on  vieni  a le  f aire  varier  de  loutes 
les  manieres  possihles  , de  maniere  cepcndanl  qu  il 
ne  cesse pas  d"  Sire  circonscril  ala  courbe,  el  que  tous 
ses  sommets,  excepté  un  seul,  s'appuient  conslamment 
sur  des  droitcs Jìxes  , le  sommet  libre  decrira  dans  sort 
mouvement  un  aulre  Seclion  Cpnique , touchanl  la 
primiere  en  déiix  points. 

£ queste  Talidisslme  ragioni  del  Poncelet  , facendo 
rivenire  alquanto  il  Gergonne  dal  suo  primo  pensamene 
to  , con  ingenuità  pari  al  $uo  nq^rito,  Tindussero  a con- 
fessare , in  un  articolo  inserito  nel  voi-  8 degli  Anna- 
li, dopo  la  citata  lettera  del  Ponceletche  ....  sur- 
plus, la  nature  des  probléntes  semble  devoir  injluer  tC 
uno  maniere  notable  sur  le  choix  des  rnSthodes  . Il 
arrivo  souvent  , en  effel  , que  Ielle  mSlhode  qui  triom- 
phe  sans  ejfortf  de  certains  problSmes  , Schoue  , au 
contraire  , conlrc  d aulrès  qui  eSdent  a leur  tour  jdei- 
kment  a des  mSthodes  differents\  et  I art  de  pressen- 
lira  t avance,  dans.  ehaque  cas  particulier , de  la 
quelle  d entre  elles  ort  peut  se  promettre  le  plus  de 
suceSs,  n est  paini  la  partie  la  moins  importante  ni  la 
moins  difficile  de  la  Science  dugSornetre  . On  doit  re-* 
rjiarquer  , au  surplus,  qu  il  est  certains  problSmes  qui 
scmblent  se  montrer  Sgalement  rSbelles  a toutes  les 
mSthodes  j et  tels  sont  par  exemple  , celili  de  linscri- 
plion  de  trois  cercles  au  triahgle,  et  de  quatres  sphoe-, 
res  au  tetraedre. 

Polir  en  venir  presenternent  a I cbjet  particulier  dc 
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la  lettre  de  M.  Poncelct  -,  je  m’ empresse  «3e  reconnai- 
ire  la  superiorilé  de  scs  mélhodes  . . , . On  ne  peut 
dono  qut^faire  des  voeux  pour  que  F aiiteur , aprés  a- 
voir  Olissi  vivement  piqués  la  couriosité  des  lecieurs  , 
veuille  bien  enjin  la  satisfaire  complète ment , en  f ai- 
sant connaitre  les  théories  sur  les  quelles  reposent  ses 
ingenieuses  , et  élègantes  constructions. 

A me  però  sembrava  ancora  non  ben  fondata  la  di- 
stinzione del  Poncelet  tra  Geometria  pura,  e quella  de- 
gli antichi  , intendendo  per  questa  , com’  ei  stesso  di- 
ce , la  scienza  degli  Euclidi  , Apolionj  , de’  Vieta  , 
Fcrmat , Viviani  , Halley,  ec.,  che  abbassava  tanto  da 
credere  non  potersi  con  essa  mai  pervenire  ad  ottenere 
qualche  cosa  di  beh  generale  ,*  e sorprendevaini  non 

{)oco  , che  un  uomo  sì  distinto  , e tanto  versato  nella 
ettura  delle  opere  degli  antichi , e de’mo  lerni  colti- 
vatori de*  loro  metodi  , quanto  egli  il  dimostra  essere 
avesse  potuto  estrinsecare  siffatta  proposizione  , che 
non  è già  comprovata  ove  si  ponga  a confronto  la  sua 
costruzione  pel  problema  del  poligono  con  quella  da  me 
ottenuta  precisamente  col  solo  mezzo  della  geometria 
degli  PmcKdi  , ed  Apolionj.  Si  ravvisa  inoltre  nell’  e- 
nunciazione  de’  due  teoremi , da’  quali  il  dotto  geome- 
tra francese  rHevà  la  sua  costruzione , un  concetto  , 
che  non  si  accorda  co’  risultati  a’  quali  io  son  pervenu- 
to, cioè  che  la  locale,  dimeni  vi  si  parla,  toccar  debba 
in  due  punti  la  curva  proposta,  il  che  ò perfettamente 
accidentale  , e non  necessario  , verificandosi  soltanto 
nel  caso,  die  una  certa  retta  intersechi  la  curva  pro- 
posta come  tra  breve  sarà  da  me  mostrato  : ma  per 
|)oLer  discutere  intorno  à tal  conseguenza  converreb- 
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be  aver  pràsenti  i prÌDCipj , da’  quali  ha  egli  rilevati 
gli  accennati  teoremi. 

Tutte  queste  ricerche , mio  ottimo  signor  profes^ 
sore  , che  ad  altri  sembrerebbero  assai  aliene  dall’  ar- 
gomento , che  or  mi  propongo  trattare  , sono  state  , 
come  a-VoI  è pur  troppo  noto,  quelle  che  mi  vi  hanno 
condotto  : ed  è questo  il  s^uente  problema  t Date 
due  curve  coniche  trovare  rispetto  ad  una  il  luogo  (U 
poli  delle  rette  , che  toccano  t altra , del  quale  era- 
si  por  validamente  occupato  il  PooCelet  in  altra  sua 
memoria  inserita  nel  voi. Vili,  degli  Annali,  per  l' an- 
no  i3 1 7 . £ per  ripeter  la  storia  di  esso  da  più  lontana 
origine  vi  rammento  che  ce  n*  eravamo  già  io  , e ’l  di- 
stinto mio  collega  Grimaldi  occupati,  esercitandoci  sot- 
to la  vostra  scorta  sull’elaboratissimo  trattato  analitica 
delle  Sezioni  Coniche  , pubblicato  dal  nostro  insigne 
Fei^ola  fin  dal  i8i3,  e che  ancor  prima  versavasi  ma- 
noscritto per  le  mani  di  molti  suoi  allievi , ove  egli  co- 
sì esprimevasi  al  $.38 3.» Volendo  ad  istruzione  de’  gio- 
»vanetti  spinger  più  oltre  quest’  argomento,  io  passo  a 
«risolvere  un  problema,  che  panni  da  altri  non  risolo- 
>>to  . Eid  è di  : Ritrovare  il  luogo  del  concorso  di  due 
»fangenti  condotte  ad  una  curva  conica,  per  ^li  estremi 
M li  una  qualunque  stui  corda , che  tocchi  un  altra  cur* 
y>va  data  (*)a,  £ comunque  il  Fergcda  ne  semplicizzi  i 

Il  proÙenia  eom'  è prapoato  dal  Vergola  Don  diflbrìace  che  nel- 
la soia  forma  di  eminciaiisne  da  quello  qui  aopra  indicato . E quantuo- 
>;iie  eia  ciò  maiiMeelo  , pure  nel  pubblicare  queato  lavoro  ho  creduto  op- 
poriuno  premettere  le  liegiienli  brevi  dilucidatioui  . 

La  dcflomÌDaiione  di  fUi , e di  ftilari  nelle  curve  couiche  è intro' 
dotta  per  ^rùncre  in  una  aula  parola  un'  idea  , che  in  altra  gulaa  eai- 
peva  ima  circollocuziooe  . Egli  è noto  che  il  luogo  drl  coneono  della  tan- 
gemi  condotte  ed  uno  curva  cornee  per  le  eifrenttld  di  luKe  le  eecenpl , Ch4 
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dati  per  chiaresza  di  solazione  , e la  distenda  sol  pel 
caso  in  coi  sian  dati  un  cerchio  , ed  un  ellisse  concen- 
trici , por  tottavolu  il  metodo , eh’  Ili  segna  ò gene- 
rale , ed  ajiplicabile  ad  ogni  altro  caso . Quindi  è che 
il  Grimaldi  ne  pubblicò  un  sol  caso  , nel  i83 1 , in  un 
suo  opuscolo  di  problemi  geometrici  a tale  epoca  tur 
multoariamente  compilato  . ^ . 

Or  io  ripigliando  le  tracce  gii  fio  da  quest’epoca  se- 


ti n tirano  ftr  «n  mtdtHmo  pMU> , tim  «ma  Utua  rtlU.  Or  a 'qneala 
linea  retta  mol  darai  il  Dome  di  jwlare  del  punto  pel  quale  aoo  tirala  le 
accanii  ; e qucfto  ponto  alla  aua  volta  tqol  dirai  polo  ifi  quella  retta  . 
Chiunque  aia  kiùlato  oetle  teorie  de"  conici  aa  come  in  cuacuna  curva 
ai  determini  riapetto  ad  un  punto  dato  la  poaiiicoa  di  quella  retta  , che 
da  ora  innan»  rhiameremo  polare  ; e conio  all*  oppoato  dall*  oaaer  data 
la  retta  poaaa  rilevarai  il  punto  , che  chiameremo  polo . ( V^ganai  i Co- 
nici puhhiicali  dal  Gianoattaaio  prop,  iti  . Uh,  I.  ; prop.  w,  lib.  II. , e 
prop.  XXXII.  lib,  III. , del  pari  elle  il  trattato  analitico  dui  pergola  prop. 
XVII.  lib,  t.;  prop.  xivii.  lib.  li.  , pitip.i.xviii.  lib.  III.)  . 

Tradiicendo  dunque  aeeondo  quealo  linguaggio  le  proprieU  rtaaHan- 
li  dal  legame  che  paaaa  tra  quel  punto  , o la  retta  , e che  ritevand 
dalle  onlinaric  iatitiiiioni , potremo  oounclare  nel  aoguento  modo  le  prin- 
cipali propixizioni , che  riguardano  la  teoria  dei  |x>li , o dello  po  lari  nel- 
le curve  coniche  . 

l.°  La  polare  di  un  piuilo  è sempre  parallella  alla  langoulc  applica- 
la nel  vertice  del  diamelru,  che  passa  pel  punto  medesimo. 

3.°  Nella  paralkila  la  parte  d|  questo  diametro 'interposta  Ira  la  po- 
laip  ( e 1 punto  è ilopiùa  della  distanza  del  punto  al  vertice  . £ nell'  eia 
liaae , e nella  iperliole  le  distanze  prete  sul  diametro  , a contar  dal  cen- 
tro , alla  polare  al  vertice  , ed  al  polo  aon  tra  loro  eoolinuamooto  pro- 
porzionali . * P 

3.°  Il  vertice  di  un  angolo  circoacrltte  ad  una  aeziono  conica  è il 
polo  della  retta  , che  pasta  pei  contatti  ; e questa  polare  di  quello. 

i."  Se  U polo  età  dentro  la  curva  la  eua  polare  cadrai  fuori  di  està  ; 
e viceverta. 

5.”  I poli  di  tutte  le  retto  , clìé  patMuo  per  un  modotimo  punto  to- 
no allogati  in  linea  retta  . 

C.°  Lo  polari  di  punti  motti  |o  linea  retta  a*  intOTaeDano  tutte  in  mi 
pqpto  . 

7.°  La  cangiuogeoie  di  due  punti  è la  polare  del  punto  if  in  tenea 
zinne  delle  polari  di  quelli , 
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^ate  per  la  soluzione  di  tal  problema  , e'poi  del  tatto 
abbandonate,  per  provyedere  a’  miei  bisogni , con  una 
A'ita,  come  a Voi  è ben  noto  , interamente  contraria  a’ 
miei  stiulj , ed  alle  mie  inclinazioni , mi  è riescito  con- 
durla a termine  nel  modo  che  or  vi  presento , atten- 
dendone dalla  vostj'a  somma  perìzia  ed  esperienza  ne’ 
metodi  il  giudizio  che  merita  , onde  possa  poi  risolvete 
mi  ad  avventurarla  aUa  pubblica  censura.  Ma  a tale  og- 
getto è essenziale  , che  conosciate  in  che  consista  il  la- 
voro eseguito  su  tal  ricerca  dal  Poncelet:  quindi  a mi- 
norarvi la  noja  , conoscendo  pur  tropjio  le  vostre  gravi 
e molliplici  cure  , per  gli  scientifici  affiiri , che  jvi  so- 
no meritamente  addossati,  mi  farò  qui  a porvene  soli’ 
occhio  una  breve  analisi . 

Nella  memoria  di  sopra  citata  Annali  ) 

r illustre  geometra  francese  imprende  a risolvere  il  se- 
guente problema  proposto  nel  volume  stesso  degli  An- 
Itali  pa^.  36.  QuaV  è il  luogo  del  vertice  delT  angolo 
mobile  di  grandexia  invariabile  , perpetuamente  tir- 


8°.  Il  pimlo  if  incontro  di  due  rotte  d it  polo  della  retta  , che  paf< 
sa  poi  poli  delle  rette  medesime. 

O.”  Lo  polari  dei  punti  situati  sopra  un  medeeimo  diametro  soo  pa- 
rallele tra  loro. 

10.*’  I poli  dello  rotte  parallele  giacciono  sopra  un  medesimo  diametro. 

lt.°  I diamctii  lianno  i loro  poli  a distanza  infìnita. 

1^.*’'  Il  centro  ha  iormite  polari  messe  a distaoSa  infiaila  , (piao- 
docliè  ogni  altro  punto  ha  una  sola  polare,. 

13.'’  1 poli  delle  tangenti  sono  I corrispondenti  punti  di  contatto. 

I V”.  I punti  messi  sul  perimetro  delle  curve  hanno  per  polari  Id 
tangenti  ronootte  |ieì  punti  me<leBlmi . 

l’er  r intetligenza  di  queste  cose,  che  naturatmcntc  derivano  dalla  deli-' 
niziooe  del  polo  , o della  potare  , oltre  le  proposizioni  indicate  si  rìseontrino 
la  ST.  lib.  1.  ; XIX.  lib.  11.  , e wn.  libi  Ul.  de' conici  pubblicati  dai 
Ciannatasio  ; non  thè  te  xv  Uh.  I. , xliv  Ub.  Il , e la  lxv  lib.  IH  del  Irai* 
tato  analitieo  del  Fcrgola . . 
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coscritto  ad  una  sezione  conica  ?<  E qUat  è la  curva  in- 
viluppo detta  corda  di  contatto  variabile  di  grandez- 
za di  quest’  angolo  mobile  ? • ^.  ■ . rf 

Or  questo  problema  t scintlesi  naturalmeote  in  ilae 
distinti , L’  uno  e altro. come  - vi  ò noto  , trattati 
dal  Fergola  nella  , suddetta  (qierA  y ma  il  primo  di  essi 
è alieno  dallo  scopo  cb’  io  mi  son  prefis^  • L’ altro  , 
che  vi  si  riferisce  » riducesi  appunto  a t determinare 
la  curva  cui  sieno  continuamente  tangenti  le  polari 
de  punti,  che  percorrono  uri  altra  data  curva  inten- 
dendo sempre  le  polari  riferite  ad  una  sezione  conica  j 
ed  il  Poncelet  avendo  impreso  a'  risolverlo  col  metodo 
delle  coordinate  , implicatosi  )in  calcoli  [ intralciatissi- 
mi, e da  non-  potersene  per  alcun  modo  distrigare  , 
per  le  spaventevoli  eliminazioni,  cui  andrebbe  incon- 
tro , così  oonchiude  i i II  sentii  • a ce  que^  je  crois , 
long  , et  pénible  di  effectuer  en  tóutes  leltres  eette  éli- 
mination,  a'cause  des  facteurs  ,^etrangers  y qui  cotn- 
nie  nous  le  verrons  plus  tard  , ,pour  un  cas  parliculier , 
compliquent  necessairement  le  resultai  Jinal  auquel 
on  doit  parvenir  t «77,  avoue  que  je  ri  ai  pas  eu  le  cou- 
rage  de  t entreprendre  , quelle  que  fui  cf  ailleurs  ma 
bonne  volanti  de  le  faire.  Quindi  abbandonando  aifat- 
to  questa  via  , ripiega  a considerationi  -geometriche  , 
invero  assai  generali , per  mezzo  delle  quali  giugno  a 
ravvisare  il  grado  della  richiesta  locale  , che  trova  do- 
ver corrispondere  al  numero'  delle  tangenti , che  da  un 
dato  punto  posson  condursi  ad  una  data  curva  • - Di- 
scendendo poi  al  caso  in  cui  la  curva  percorsa  da’  pun- 
ti sia  pur  essa  una  sezione  iconica  , conchiude  essere 
ancor  tale  la  cercata  locale  . £ proseguendo  sempre  sul* 
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io  stesso  genere  di  geométricbe  considerazioni  -va  esamli 
nando  i varj  casi  nascenti  dalla  combinazione  di  tali 
curve.  Or  se  quelle  gli  hanno  aperta  la  strada  a tali 
risultamenti  , gli  hanno  ancor  mostrate  le  cagioni  delle 
difficdltà  incontrate  col  metodo  primiero,  e messo  quin-i- 
di  nel  grado  di  riconoscere,  che  1'  equazione  finale 
doveva  assolutamente  essere  implicata  da  fattori  , in- 
trusi dal  metodo  adoperato,  fino  a fargli  conoscere  qua- 
li fossero  , e come  liberamela  . Sicché  potè  egli  dopo 
ciò  ripigliare  il  corso  del  calcolo  algebrico  , ed  ottene- 
re la  conveniente  equazione  al  problema  j e qni  si  ar- 
resta, tralasciando  ogni  altra  discussione  , per  averla  già 
fatta  geometricamente.  Queste  ricerche  intanto  porgon 
'pure  occasione  al  geometra  francese  di  discendere  a 
dotte  riflessioni  intorno  alla  natura  de’  fattori , che 
sogliono  implicare  i risultamenti  finali  de’  calcoli  alge- 
brici i e quivi,  a ragione,  per  quanto  a me  p?re,  ei  si 
duole  , che  questa  ])arte  importante  de'  metodi  ana- 
litici , non  si  vegga  così  coltivata  , come  converrebbe  ; 
talché,  a malgrado  de’ loro  progressi  , ‘quest’ argo- 
mento erp  allora  nella  sua  imperfezione  j ed  io  posso, 
(>er  propria  sperìenza  aggiugnere , che  tuttavia  conti- 
nui nel  medésimo  stato  } che  se  per  talune  ricerche , 
istituite  con  metodi  analitici  , non  mi  fossero  state  no- 
'te  le  riduzioni'prevetttivamente  ottenute  dàlia  Geome- 
tria , sarei  certamente  , come  osserverete  , caduto  nell’ 
equivoco  di  crederà  qualche  locale  di  un  grado  supe- 
riore al  vero  ,‘  a 'causa  de’ fattori  , che  involgono  i ri- 
‘sultamenti  finali  , e che  si  presentano  sotto  forma  si 
complessa  , da  esser  quasi  impossibile  poterne  ^-icono- 
‘ Boere  1’  esistenza  a priori  . -Nè  , al  certo  , a Voi  sies» 
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80 , tutto  che  abitualo  al  calcolo  algebrico  , e pazien» 
tissimo  , reggerebbe  1’  animo  di  saggiare  riiwiutamen-* 
te  , e nell'  incertezza  , i metodi  dettati  dal  Gergonne, 
e da  altri,  per  conoscere  se.uu’  espressione  analitica  di 
centinaja  di  termini , e ben  mi  vi  sono  talvolta  imbat^ 
tulo  , }>o6sa  scindersi  in  fattori  . Ma  perchè  non  ab* 
biate  a giudicar  precipitosa  la  proposizione  da  me 
avvanzata  , vi  dirò  , che  to  stesso  Gergonne  sia  ca» 
duto  in  un  fallo  di  tal  n.alura  per  una  circostanza  del 
tutto  simile  < n ,(  - 

In  una  memoria  inserita  nel  voi.  XI.  degli  Annali 
pag.  379.  sul  luogo  de’ centri  delle  sezioni  coniche  as* 
soggettate  a diverse  condizioni  , e specialmente  a toc- 
car rette  date  di  sito  , egli , tra  altri  problemi  risolve 
il  seguente  ; Determinare  il  luogo  de  centri  di  tutte  le 
sezioni  coniche  ^ che  toccando  due  rette  date  di  sito  ^ 
passino  per  due  punti  dati  5 e dal  processo  analitico 
rileva  la  seguente  equazione 

^(<9*— 6x)* — («'/— a*4)^ 

(t®/  — * «■)*  ““‘*'0  — (“'/  — 

in  vista  della  quale  così  conchiude  : £n  \déoeloppunt 
cette  t?(jualion  , on  trouve  qu  elle  est  génèralément  dtt 
quatricme  degre  , non  décotnposable  en  deux  facteurs 
rtUionels  dtt  second  j de  serie  qite  le  lieu  cherchè  n'  est 
ni  ime  section  conique , ni  un  systeme  de  sections  co* 
Ti/ques  : asserzione  del  tutto  falsa  , mentre  la  locale  , 
che  cercasi  è una  curva  conica  5 e però  1’  equazione  da 
lui  rilevata  , dee  contenere  un  fatture  , come  in  fatti 
glifi  fece  ravvisare  il  Poocclel  . Wè  certamente  questo 
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(lisUntIssimo  analista  ebbe  altra  guida  , che  la  Geom»« 
iria  , col  soccorso  della  quale  avendo  risoluto  il 
blema  , trovò  che  la  locale  richiesta  era  del  genere  del> 
le  curve  coniche  : dopo  di  che  rivoltosi  a cercarla  col 
metodo  delle  coordinate  , potè  , senza  difficoltà  , rìn-» 
venire  i due  fattori  , che  riproducono  la  stessa  equa- 
zione del  Gergonne  . A vista  de'  quali  risultamenti  co- 
stui , nel  voi. XI I . degli  Annali  medesimi,  sì  affrettò  a 
dichiarare , con  ingenuità  degna  di  un  uomo  del  suo 
merito  , aver  inconsideratamente  avvanzata  la  proposi- 
zione che  ho  riportato  j affermando  che  non  era  già  , 
eh’  ei  non  si  fosse  prtvenlivamente  assicurato,  che  f e- 
spressione  da  lui  rilevala  non  fosse  risolubile  in  fattori\ 
ma  per  non  aver  posto  mente  a qualche  altra  circostan- 
za, che  fa  poscia  notare.  £ da  ciò  s’induce  ad  assegnare 
una  sua  regola,  da  riconoscere  se  un’equazione  di  quar- 
to grado  a due  variabili  appartenga  al  sistema  di  duo 
linee  del  second’ ordine,  cioè  se  essa  Sia  risolvibile  in 
due  fattori  di  secondo  grado  fregola  che  per  essere  a- 
doperata  ha  bisogno  di  molto  coraggio  , e pazienza. 

Ma  ritornando  ancor  questa  volta  da  digressioni  al 
mio  proposito,  non  debbo  tacervi,  che  il  presente  pro- 
blema Videsi  »n6or  ultimamente  riportato  nella  roccoli 
ta  fattane  dal  sig.  Padula  , come  a dirittura  nuovo  , o 
propostogli  ad  esercizio  da’suoi  maestri,  sebbene  il  me- 
todo di  risoluzione,  che  vi  adopra  fosse  calcato  su  quel- 
lo dal  ‘Pergola  già  molto  prima  segnato  , passando  so- 
lamente dal  caso  da  questo  considerato  albequazioa 
generale  per  le  curve  coniche  , come  aveva  praticato 
Poncelet^  da  die  lia  egli  potuto,  senza  gli  stenti  tolle- 
t^ati  dal  geometra  francese  , pervenire  alla  stessa  equa- 
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7Ìonc  da  costui  rilevala  , a meno  di  quelle  varietà  , che 
risultano  dalla  scelta  degli  assi  , molto  a proposito  per 
vie  geometriche  preparali.  Lodevoli  a me  sembrano  le 
composizioni  che  vi  si  recano  pe’  diversi  casi  5 e sola- 
mente avrei  desiderato  tra  esse  un  nesso  maggiore , 
da  far  conoscere  esser  derivate  da  una  sola  soluzione  , 
mentre  pajono  tante  diverse  , quanti -sono  i casi  stessi . 
Ma  ciò  dee  attribuirsi  a difetto  non  dell’autore,  ma  del 
metodo  che  vi  ha  adoperalo.  E parmi  inoltre  , che  sa- 
rebbe stato  necessario  dimostrare  in  ciascun  caso  regger 
sempre  una  certa  corrispondenza  tra  le  date  curve,  e la 
locale  risultante  , per  conchiuderne  dover  essa  aver 
luogo  generalmente  5 come  avrete  occasione  di  assidi- 
rarvene  dal  presente  lavoro  . * 1 1 . 

Fin  qui  eccovi , mio  ottimo  precettore  , abbozzata 
brevemente  la  storia  della  ricerca  che  v’  invio  , e don- 
de essa  abbia  tratto  origine  ; spetta  ora  a Voi  valutar- 
ne il  merito  , onde  io  possa  con  più  coraggio  produrla 
in  pubblico  , come  primo  saggio  de’  miei  ripresi  studj 
in  Matematiche  , cd  alla  quale  , se  a Voi  parrà,  farò,  a 
inano  a mano,  succedere  le  altre,  che  di  soprabo  acceo- 
naie  . Credetemi  sempre  . 

^ r . r .T 

f 

Napoli  20  dicembre  1839. 


I Voilro  vntditsimo  tento 
iV.  Tuvvt. 


Omatistimo  $ù/.  Trudi, 


Oon  piacere  sommo  , e soddisfazione  grandissima 
del  mio  animo  , ho  Ietto  attentamente  , e considerato 
il  vostro  singoiar  lavoro  geometrico  sulle  polari  coniche" 
reciproche  j e vi  assicuro , che  sebbene  non  mi  fosse  del 
tutto  nuovo,  pure  mi  ha  recata  grandissima  sorpresa  a 
vederlo  nell’  insieme  , e mi  sorprende  sempre  più  , co> 
me  più  vi  medito  sopra  . Avvezzo  dalla  mia  prima  età 
allo  studio  degli  antichi,  e di  coloro  tra*  mooerni,  che 
sulle  orme  di  quelli  han  progredito  , non  ho  trovato  in 
alcuno  un  lavoro  difficile  sì  compiuto,  quanto  la  solu- 
zione vostra  ne'varj  casi  del  problema , sempre  con  li 
stessa  eleganza  condotta  a termine^  nè  tampoco  ho  rav** 
visato  problema  , che  pe’  suoi  casi  diversi  avesse  rice^ 
Tuta  tanta  uniformità  di  costruzioni  , da  doversi  con^ 
siderare  piuttosto  come  una  soluzione  sola,  che  in  quel 
modo  si  fosse  condotta  , per  renderla  più  chiara  , ed 
elementare  . Ma  che  dico  un  problema?  Se  la  vostra 
ricerca  è a dirittura  un  bel  porisma  forffiamentale  di 
una  nuova  dottrina  sulle  sezioni  coniche  , da  servir  di 
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base  alla  soluzione  di  molti  problemi  , che  per  mezzo 
di  esso  , perdendo  tutto  il  loro  apparato  di  difficoltà  , 
divengono  trattabilissimi  con  la  Geometria  antica.  Dee 
però  il  vostro  lavoro  a pater  mio  considerarsi  come  un 
importante  supplemento  a quello  che  su’  Conici  stabi- 
lirono due  son;mi  geometri  dell’  antichità  , 1’  uno  pe’ 
luoghi  ad  essi  , 1’  altro  per  le  proprietà  . Io  dunque 
non  pur  v’  incoraggisco  , ma  vi  esorto  a presto  pubbli- 
care il  vostro  lavoro,  a vantaggio  della  scienza,  che  con 
tanto  buon  successo  coltivate  j anzi,  per  farla  più  bre- 
ve, ho  date  le  disposizioni  necessarie  al  mio  tipogra  fo, 
perchè  invece  di  restituirvi  il  IBS.  inviatomi  , vel  re- 
casse di  unita  alle  prime  stampe  , onde  possiate  farne 
le  correzioni,  e ritornargliele  per  ultimarne  la  stampa. 
Vi  debbo  essere  ancor  tenutissimo  , per  avermi  ri- 
sparmiata la  pena  di  discendere  a <|iiel  parallelo  di  me- 
todi , che  aveva  già  promesso  fin  dalla  pubblicazione 
del  programma  , ricavandolo  dal  confronto  delle  di- 
verse soluzioni  , che  uno  stesso  problema  aveva  ricevu- 
te, ripetutamente  trattato  da  uomini  espertissimi  ; che 
certamente  è questo  il  miglior  mezzo  da  conoscere  quan- 
to in  un  caso  1’  un  metodo  prevalga  all’  altro  , o que- 
sto a quello  j ed  è stalo  però  il  mezzo  sempre  adopera- 
to dagli  accorti  matematici  moderni,  per  saperne  usare 
convenevolmente. Ma  a che  andrei  io  cercando  nuovi  e- 
sempj  su  questo  proposito,  so  uno  evidentissimo  il  som- 
ministra  la  vostra  soluzione  del  problema  inviatomi  $ 
semplice  , diretta  , senza  stenti  , com])iuta  , in  somma 
elegantissima,  comparata  a quella  che  ne  aveva  già  da- 
b'»  con  altro  metodo  , ed  interamente  diversa  anche  ne 
principi,  uno  de’  piu  illustri  geometri  francesi  ( il  Pon- 
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celet  ) , cui  certamente  nessuna  è Ignota  delle  vie  per 
rinvenzione,  nè  manca  genio  ed  arte  per  ben  usarncT 

Proseguite  intanto  , mio  ottimo  sig.  Trudi  , le  vo- 
stre esercitazioni  geometriche  , sia  qualunque  il  meto- 
do , che  vogliate  adoperarvi,  che  nelle  vostre  mani  non 
cesserà  di  esser  fecondo  di  utili  risultamenti  alla  scien- 
za nella  quale  tanto  vi  siete  innoltrató,  e distinto  , a 
malgrado  le  contrarietà  di  fortuna  fatte  veramente  per 
distoglier  vene  \ che  io  non  diffido  , che  da  esse  abbia- 
te pur  una  volta  a cons^uire  il  premio  dovuto  a’  vo- 
stri stnd  j , ed  alla  vostra  ottima  morale,  che  dalla  scien- 
za non  dee  esser  mai  scompagnata. 

Sono  e sarò  sempre 


Napoli  10  del  18A0. 


Il  vostro  affiiionatist,  (mtico 
V.  tbJIBTl. 
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< • P R O ài  L E M'A.  • • 

Date  line  curve  coniche  , trovare  rispetto  ad  una 
il  liio^o  de’  pgli  delle  rette , che  toccano  1’  altra  . 

Ilisiin^'ucrcmu  questo  problema  ia  due  casi , cioè  : 

. l"  Se  la  corra  , -che  assumesi  come  direttrice  de'poU  sia  pa- 
rabola . II.°  Se  deasa  sia  dotala  di  ceulro. 

1 ^ ' * 

. r-  L B U m À t. 

Per  r estremo  X del  semiparametro  (') di  undiamelro  diuna 
ewi  a cornea  s’  inclini  comunque  su  di  esso  la  Xp  , t sia  CU  un 
altro  diasMlro  le  cui  ordinate  sien  parallele  a queV  inclinata  ; 
un  tal  diametro  troncherà  sulla  tangente  pel  vertice  del  primo  y 
la  parte  AC  eguale  alF  intercetta  AD  . i 

Dm.  Si  tiri  AT  parallela  ad  XD  ovvero  ad  ae  tangente  in  a , (ig.  i. 
«d  at  parallela  ad  AC.  Pel  caso  deUa  parabola  arcndosi  at’  = 

2.Ai.AX,  sarà  AC*  = CT.A\  ; ma  per  essere  AX  : AD  AC 
i CT  , si  ha  CT.  AX  = AD. AC  ; sarh  perciò  AC’  = AD.  AC  ^ 
ossia  AC  s AD. 

Se  poi  la  enrva  ha  centro  , arendosi  DA'  = Or.Oi , tolto  ftg.  2. 
di  comune  Ot’ , risnltetli  \t.lh  =:  ct.Ot  ; ma  sta  Si. ih  : ta"  :: 

OA  ; AX;  dunque  OA;  AX  ::  ct.Ot  : la’  cioè  ta)  (Oit/a). 

(*)  Parlaoidosi  in  seguito  di  parametri  delle  curve  'tuniche  li  intende- 
remo eostantomente  applicati  tangenzialmente  ai  vertici  >le'  diametri , eòi 
ti  appartengono . _ ■ . - . t ^ A 
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Ora  estendo  e<  : <a  ::  AD  : AX , ed  0(  : OA  : AC , avre- 
Do  ( AD  : AX  ) ( OA  : AC  ) ::  OA  : AX.  Donde  rìsnlu  AD 
= AC. 


^ Scotio. 

L’ ÌBTena  di  qneato  lemma  fe  anche  rera  ; cioè  : iVr  f e- 
$trtnu>  X del  temiparametro  di  tm  diametro  di  una  curva  cornea 
a’  ùich'm  comunque  sul  tSamelro  tleteo  la  XD  , e lungo  il  temipa- 
rametro ù prenda  AC  quanto  AD  ; le  ordinate  al  (Eametro  , che 
patta  per  C , tanumo  parallele  alla  XD.  Dee  però  arrertirù  , 
che  te  la  XD  cade  al  di  sopra  di  A , cioè  fnori  la  carn  , 
il  pento  C cadrà  dal  lato  di  A ove  giace  il  ponto  X : ma  te 
cadette  al  di  dentro , come  in  D' , convenà  prendere  la  AC' 
s=  AD'  dal  lato  di  A opposto  ad  AX . 

L M m m t II. 

t 

e 9.  Se  dalle  ettremilà  X , x dei  mmparametri  di  due  diametri 
di  imo  curva  conica  t’ tneUnino  t«  di  etti  it  XD  , xd , ciatcun  a 
parallela  alle  ordinate  dell  altro  ; quette  inelàiale  faranno  egual 
nella  parabola  ; e , te  la  curva  ha  centro  , ttanumo  m ragion 
invena  de’  temidiametri  , tu  cui  poggiano.  ' 

Din.  per  la  parabola.  Estendo  AT  parallela  ad  XD,  taià  AD 
et  AC*.  Siffiilmeote,  pm’  estere  at  parallela  ad  xd,  ttrè  adsz  ac 
s AT  . Ora  , avendoti  xd  : ad  hC  CT  ; ai  avià  pare  xd  : 
AT:;AD  : CT.  Ma  sta  AD  : CT  a XD  : AT  ; staià  perciò  xd  ; 
AT  XD  : AT.  Cioè  mhxd^  XD. 
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Prr  le  cture  a centro  avremo  le  due  analogie  Oa:  OT  ::  Oc 
: OA;  ed  OC  ; Oa  OA  ; Of.  Donde  OC  : OT::Oc  ; Ot.  Goè 
le  Cc  , Tr  son  pandlele.  Avendoai  poi  Oa  : OT  ::  OC  : Oa,  ai 
aTrà  Oc  ; OA  OC  : Oa.  E perciò  le  Cc  , T<  aon  por  parallele 
ad  Aa.  Ma  pe'  triangoli  umili  XDA,  act,  sta  XD  : DA  ;;  ac  : c<; 
c per  gli  altri  xda  , ACT  , ai  ha  xd  : da  ;;  AC  : CT  ; aTendoai 
dunque  AD  a=  AC  , ed  ad  ss  ac,  dalle  due  ultime  analogie  ti  rà- 
leveih  XD  ; rd  CT  : et.  Per  le  parallele  Cc,  Tt , Aa  sta  poi 
CT  : et  ::  Oa  : OA;  ai  anìi  in  conacguenza  XD  : xd  ;;  Oa:OA. 
Coufonne  all’  eanociato. 

CoMOlldMt  9. 

Per  le  corre  a centro , areadon  Oa  : OA  ::  OC  : Oc  , atarh 
pure  XD  ; xd  ::  OC  : Oc. 

CASO  I. 

Jirjuti  esoMBTMicJ. 

1 . Sia  (P)  la  parabola  direttrice  de’  poli , e per  1’  altra  cnr- 
ra  diati  in  primo  luogo  nn’  elliaae , o iperbole , il  di  eai  cen- 
tro ria  O , e della  quale  qualunque  tangente  abbia  per 
polo  il  punte  V.  Sarà  V nn  de’  pnnti  della  locale  cercata  . Si 
aegnino  nella  parabola  i diametri  \'Y , OA  ; ria  AX  il  aemi- 
paramelro  di  OA,  e ti  tirino  le  MZ',  LR  parallele  ad  AX.  Con- 
dotta AT  parallela  a tark  UT  = ‘2.  AR;  ricchè  eaaendo  LR*, 
ottia  UA*  s2.AR.AX  , ti  arrà  UT  : UA  ::  UA  : AX  ; ma  sta 
UT  : UA  ,\Z  : AE  ; dumpie 


fig.  3. 
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UA:AX  = AZ:AE  (1) 

Intanto  si  facciano  le  XD  , £K  parallele  ail  OS  , semidiametro 
coojugato  ad  OP  ; risalterà  AX  : AD  ::  A£  : AK  ; e dal  con- 
fronto colla  preuedente  analogia  , U V : AD  *:  AZ  : AK  ; d’  on- 
de , componendo,  presa  AC  = AD  , si  La  UC  : AD  ::  ZK  : AK. 

E poiché  ala  AD  : XD  ::  AK  : KE , si  rilererà 

UC  ; XD  =z  ZK  : KE  (2) 

Or  sieno  M , N i punti  in  ciTi  la  pp  incontra  le  PM,  QN,  tan- 
genti in  P , Q ; sarà  PM.QN  = OS’  : ma  per  le  parallele  KE  , 

PM  , QN  , si  ha  ZK-  ; KE’  ::  ZP.ZQ  : PM.QN  ; ri  avrà  dun- 
que per  r analogia  (2) 

UC-  : XD’  ZP.ZQ  : OS’ 

Ciò  premesso,  essendo  f p polare  del  punto  V,  il  polo  di  cia- 
scuna retta,  che  passa  per  V dovrà  trovarsi  sulla  stessa  fp;  per-  v 
ciò  Z sarà  il  polo  di  VZ'  ; e quindi  AZ  = AZ'  . Prese  io 
conseguenza  le  AP  , AQ'  eguali  alle  AP  , AQ  , risulteranno  le 
Z'P,  Z'Q'  eguali  alle  ZP  , ZQ.  Tirato  dunque  il  diametro  CH , 
e le  V'p  , Q'^  parallele  ad  AX  , la  precedente  analogia  diverrà, 
permutando  , Vs’  : zp.zq  ::  XD'  : OS’.  Dal  che  scorgesi , che 
la  locale  de'  punti  V sia  iperbole , o ellisse  , secondoohè  la  Vz 
cader  debba  fuori  de’  punti  p^  q , ovvero  tra  essi  . 

DBTEHMtttdttONB. 

.t 

Essendo  le  AZ  , AZ'  sempre  uguali  tra  loro  , se  il  punto  Z si 
troverà  fuori  de’  punti  P , Q , anche  Z'  starà  fuori  de’  punti 
P',  Q'  ; e con  ciò  V:  cadrà  necessariamente  al  di  là  di  p , e ^ , 

Ma  Z trovasi  fuori  di  P , c Q quando  la  curva  del  centro  0 è 
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tlKtst  , e sU  invece  tra  essi  ove  questa  fosse  iperbole  ; dunque 
nel  1 .*  caso  la  locale  è iperbole , e nel  2."  ellitu.  , 

La  presente  determinazione  più  non  regge  ad  in  vece  dell’  i* 
perbole  , che  ha  per  diametro  primario  PQ  fosse  data  la  corri- 
spondente iperbole  conjugala;  ovvero  se  la  |>osizione  della  data 
iperbole  sia  tale  , che  un  de’  suoi  assinloli  sia  parallelo  a’  diu- 
melri  della  parabola  . Quindi  i risullameuli  ottenuti  non  sono 
«]>|>lieabili  a questi  due  casi,  pe’  quali  infatti  1'  analisi  esige  al- 
tro sviluppo  , come  mostreremo  poco  appresso. 

CompostiiOKK. 

Tirato  nella  parabola  il  diametro  OA  , il  scniiparanietm  A\, 
ed  XD  pandlela  ad  OS  , si  prenda  ÀC  uguale  ad  AD  Indi  ta- 
gliate sul  diametro  Cll  le  Cy  , Co  eguali  alle  AQ  , AO  , fac- 
ciasi OS  , parallela  ad  ÀX  , e quarta  proporzionale  do{>o  OS  , 
OQ,XD. 

L’iperbole,  o l’ ellisse  ( come  si  è detto  ) descritta  co’  semidia- 
metri coojngaU  oq  , os  sarà  la  locale  cercata  . 

ArrBKTtmEifTO. 

Se  OS  semidiametro  conjugato  ad  OP  sia  parallello  alla  tan- 
gente in  A , in  questo  caso  la  XD  si  confonderà  colla  AX  , 
il  punto  C col  punto  A , e la  composizione  si  renderà  in  con- 
seguenza pià  semplice.  Essendo  facile  ad  ognuno  di  rilevare 
le  modifiche  , che  richieggonsi  nella  composiziono  per  siffatta 
circostanza  tanto  in  questo  , che  negli  altri  casi  del  problema, 
non  dovressimo  occuparcene  ; ma  poichà  in  un  lavoro  , che 


aadrcnio  a p<ibfalicar«  , n«  & d'  uopo  aver  presenti  le  loeaU  , 
di  eni  ora  andiamo  in  Imccia  , precisamente  pel  caso  , in  cui 
ti  verifica  la  espressa  circoslanta  , non  skn  superflito  di  ri* 
portarle  . 

E però  la  compoùiione  pel  caso  altnale  sarebbe  la  te- 
gnente : 

Tirato  nella  parabola  il  diameire  OA  , ed  il  semiparametro 
AX  , e tagliate  le  AQ' , AO'  egnali  alle  AQ  , AO  , si  bceia 
O't'  parallela  ad  AX  , e quarta  proporzionale  dopo  OS,  OQ, 
AX.  Saranno  O'Q',  Da'  ì semidiametri  della  locale  tcrWersi. 

Conotsanie. 

Essendo  AC  ss  AD  , il  diametro  CH  avrò  le  ordinate  parallele 
‘sc.ìtm.l.tà  XD  * , cioè  ad  OS  , owero  alle  Ungentì  in  P , e Q . Iwdtre 
essendo  le  Cf,  egnali  alle  AP  , AQ,  ovvero  alle  AP',  AQ',  le 
f'p , saranno  le  polari  di  P , e Q ; e perciò  i punti  p , y sa- 
ranno i poli  ddlc  PM  , QN  . Osservando  dunque  cbe  le  PQ , ^ 
sono  eguali  tra  loro  , indicando  con  (0)  la  curva  del  centro  0 , 
e con  (o)  1*  locale  , si  rileverà  dalle  cose  sopraddette 

/.*  Che  t diametri  di  (o)  , t ài  (0)  paralleli  a quelli  di  (P) 
tvOQ  eguali  tra  loro. 

//.*  CAe  t vertici  di  questo  diametro  di  (o)  corritpondono  a’ 
poli  deUe  taageuti  la  (0)  nelle  eetremilà  del  suo  diametro  ad  es- 
so parsUlelo  . 

III.'  Che  il  conjugato  ad  un  taljiametro  di  (o)  disUndesi 
sulla  polare  del  centro  di  (O). 

Premesse  queaU  cose  , proponga»  a descrivere  quell’  altra 
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locale , che  , cooteoga  i poli  delle  Ungenti  U (o)  , rinuuMndo 
•empre  (P)  come  direUrice . A UT  effetto  , dovendo  i vertici  del 
dÙBetro  di  qneeU  novelle  locale  parallelo  a pq  , corriapondere 
a.’  poli  delle  pV' , ^ Ungenti  la  (o)  io  p , e f , vedremo  che 
qeeati  vertici  altro  non  tono,  che  gli  ateaai  ponti  P,Q,  vertici  del 
diametro  PQ  della  curva  (O). Dovendo  inoltre  il  conjogato  a que- 
ato  diametro  della  nuova  locale  easere  la  polare  del  ponto  o,oaao 
li  distenderà  mila  BS.  Finalmente  per  assegnare  la  lunghesza  di 
tal  conjogato  , seguendo  la  norma  daU  nella  composizione , per 
1’  estremo  x di  <u;  semi  parametro  di  aH  si  tirerk  xd  parallela  ad 
OS  , e poi  si  troverà  OS'  qtiarU  proporzionale  dopo  os  , oq  , xd , 
cioè  dopo  OS  , OQ , XD  , mentre  le  xd , XD  sono  egfuali  tra 
loro  * ; sarebbe  così  OS'  il  semidiametro  richiesto  : ma  la  oi  è * lem.  2 
quarU  proporzionale  dopo  OS,OQ,  XD  ; dunque  le  OS, OS'  sa* 
ranno  eguali.  E perciò , in  conchiusione  , la  novella  locate  altro 
finn  i che  la  medesima  curva  COJ  data  dapprimà  ; ed  ellisse  o 
iperhide  a misura  che  la  (o)  sia  iperhole  , o ellisse  . Erri  in  con- 
seguenza tra  la  dau  curva  , fr  la  derivaU  Ul  reciproca  u»ii- 
spondenza  , che  mentre  la  seconda  è il  luogo  dà  poli  delle 
Ungenti  dàla  prima , qnesU  alla  sua  vàU  è il  luogo  dà  po- 
li delle  rette  ,_che  toccano  quella . 

2.  Torniamo  ora  al  primo  caso  accennato  nella  seconda  parte  /io.  4 
della  precedente  determinazione  , àoè  quando  invece  dell'  iper- 
bole , che  ha  per  diametro  primario  PQ  fosse  daU  la  corri- 
spondente iperbole  coojugaU,  e ripigliando  ranalisi  geometrica 
avremo  identicamente  l’ analogia  (2),  ossia  UC  : XD;;ZK  ) KE. 

Poi  tiraU  per  Z le  B'S'  parallela  a BS  , ovvero  ad  EK  , risnl- 
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ieri  S M = ll'N.  Inianlo  avcnilosi  ZK  i KE  ;;  MS'  : S'Z  , ov- 
leru  ::  ^FS'  lOS,  slai-i  pure  UC  ; \D::MS';  OS.  (^indi  es- 
wndu  dall'  le  \D  , OS  , sari  data  la  raj^iuue  di  UC  ad  MS'  . 
Ciò  posto  , presa  AO'  = AO  , e compialo  il  parallelogrammo. 
UAO'm  , esseudo  AZ'=  AZ  , sarà  O'Z'  = OZ  ; e perciò  anche 
Vu  =-SS' = I$B'.  Or  s’ intendan  prese  dall'  una,  e dall’altra 
|>arU!  del  punto  u le  um,  un  eguali  ciascuna  ad  S'M,  o a B'N  ; ed 
esseudo  UC  = uo  , la  ragione  di  uo  a ciascuna  delle  um  , un  sa- 
ia quanto  quella  di  UC  ad  S'M  , la  quale  per  essscr  data  fa  si , 
he  i ponti  m , n tocchino  due  rette  date  di  silo  om  , on.  Inoltre 
dovendo  aversi  Vm  = SM,  e Vn  = BN,  essendo  SM.BN=OQ’, 
•ari  pure  \m.\n  = OQ’,  d’ onde  si  rileva,  che  il  luogo  de’  pun- 
ii V , sia  un’  iperliole  tra  gli  assintoti  om  , oh.  E se  intendasi 
applicata  tra  le  ou,  om  la  sg  eguale  ad  OQ,  e parallela  a Vu,  l' i- 
"«rbole  passerà  pel  punto  s,  ove  sarà  toccala  dalla  tg  . Quindi  si 
»Hà  la  seguente  ' 

ComrotitiONB. 

• 

Tirato  nella  parabola  il  diametro  OA  , il  semiparametro  AX, 
< d XD  parallela  ad  OS  , si  tagli  AC  quanto  AD  , e sol  diame- 
ro  CH  tronchinsi  le  Cry , Co  eguali  alle  AQ  , AO  . Indi  si  con- 
duca oi  parallela  ad  AX , e quarta  proporzionale  dopo  OS  , 
OQ  , XD . ' 

L’ iperbole  descritta  co’  semidiametri  eonjugati  os,  oq  sarà  la 
ocale  cercata. 

Se  OS  sia  parallela  ad  AX  la  composizione  sarà  la  stessa 
dì  quella  accennata  nell’  avvertimento  precedente. 


/ 
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Questa  composizione  è del  tutto  identica  alla  prima  ; c I’  u- 
iiico  divario  si  è , che  attualmente  la  locale  è rapjH'eseiitata 
dall' i|>erl)ole  conjugata  a quella  che  costituiva  la  locale  i^i 
assegnata  ; mentre  i diametri  che  le  delenniuauo  sono  gli  stes- 
si, e solo  quello  ch’è  primario  uciruna  diventa  secondario  nell’  àl- 
tia  , e viceversa  . Ren  vero  le  iperboli  opposte  ottenute  in  quel 
caso  uascono  dall’  esser  data  un’  ellisse  , e le  loro  conjugate  ri- 
sultauo  dall’  esser  dati  un  iperbole  descritta  intorno  a’  semidia- 
metri medesimi  dell’ellisse,  nella  quale  però  il  diametro  parallelo 
n quelli  della  parabola  non  ne  incontra  il  perimetro,  e lo  incontra 
invece  il  suo  Conjugato  • Inoltre  ragionando  come  nel  corollario 
antecedente  si  vedrà  , che  anche  {>er  questo  caso  la  locale  de’ 
poli  delle  tangenti  la  curva  derivata  sia  la  stessa  iperbole  data, 
da'  cui  essa  ha  preso  origine.  E quindi 

Data  un  elUtse  , le  iperboli  opposte  , e le  conjugate  deterit- 
le  co'  medesimi  diametri  de'  quali  il  primario  sia  parallelo  a’  dia- 
metri di  una  parabola  assunta  per  direttrice  de’  poli , le  locali  sa- 
ranno nel  primo  caso  iperbole  , nel  secondo  ellisse  , e nel  ter- 
zo le  iperboli  conjugate  alle  prime  , tulle  descritte  co’  medesimi 
diametri’  desiali  d primario  h pur  parallelo  a diametri  della  pa- 
rabola . 

I U-  ‘ ' * « « 

in  ' Al  contrario 

Prese  per  eurt<e  date  queste  iperboli , t ellisse  , e le  conjugate, 
le  locali  saranno  nel  1’  caso  f ellisse  , nel  2'  le  iperboli  opposte, 
e nel  3“  le  conjugate  date  dapprima. 


IO 


flg.  5.  3.  EMminiano  presentemente  l' altro  caso  Indicalo  nella  ae^ 

conda  parte  della  dcteniiinar.ionc,  cioè  quando  un  assintoto  del- 
le date  iperboli  sia  parallelo  a’  diametri  della  parabola  . Essen- 
do Z,  i punti  no'  quali  la  incontra  i due  assintuti , ed  OP 
il  lato  della  [mtenza , sarà  OZ.Oz'=  'fOP*.  E fatta  XD  paral- 
lela all'  altro  assintoto  , si  avrà  identicamente  l'analogia  (2)  del- 
r analisi  geometrica,  cit>è  l'C  : XD  KZ  t K£ , ovvero  ::  OZ  : 
Oj'  . Ma  su  OZ  : 0;'  ::  OZ’  : OZ.O;' , cioè  ::  OZ'  : 40P*  ; 
sarà  perciò  IJC  : XD  ;;  OZ’  : 40P*  . Or  presa  AO'  ^ AO  , es- 
sendo AZ'  =;  AZ  ; sarà  O'Z'  = OZ.  (iuinpiuto  adunque  il  pa- 
rallelogrammo L'AO'u  , a>eiidosi  UC  ^ uo  , e Vu  = O'Z'  i si 
avrà  benanche  uo  : XD  ;;  Vu’  : 40P’.  E se  rinvengasi  op  Ulchè 
sia  op.DX  = 40P’,  si  otterrà  uo.op.  = V«’  ; onde  rilevasi  » 
che  il  luogo  de'  punti  V sia  mia  parabola  . 

CoMrosttioirs.. 

✓ 

Essendo  AX  il  semiparameiro  di  AH  , ed  XD  parallela  al- 
l'altro assintoto,  presa  AC=AD,  e sul  diametro  CH  la  Co=AO  , 
si  tiri  oq  parallela  ad  AX,  e rinvengasi  op  terza  proporzionale  do- 
po XD  , e 20P. 

l,a  parabola  descritta  intorno  al  diametro  oq  col  parametro  op, 
ebe  la  tocchi  in  o sarà  la  locale  cercaU. 

Se  r altro  assintoto  della  iperbole  fosse  parallelo  alla  tan- 
gente in  A la  XD  cadrebbe  sulla  XA  , e ’l  punto  C ti  con-, 
fonderebbe  col  punto  A . Quindi  sarebbe  0'  il  vertice  della 
locale  , ed  O'p'  terza  proporzionale  dopo  AX  , e 20P  na 
sarebbe  il  parametro. 
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Rilevasi  |>er  lauto  dalla  composizioue  : 

/.'  CAv  il  vertice  di  (uj  sia  il  polo  dell'  altro  assintoto  di  (OJ. 
il.'  Che  il  diaiuelro  di  (^oj  corrispondente  a tpieslo  vertici'  sia 
ìli  potar»  del  centro  di 

IH.'  Che  la  tangente  pel  irrtice  medesimo  sia  ipitl  diame- 
tro di  , che  ha  le  ordinale  parallele  uW  altro  assintoto  . 

4.  In  secondo  la<^o  diasi  per  1’  altra  curva  un’  altra  para-  fig.  fi. 
boia  (P')  , sii’di  questa  rinvengasi  tal  punto  0 , che  la  tan- 
genie  OA  risalti  un  diametro  di  (P)  ; sia  OQ  il  diametro  che 
ili  quella  passa  per  0,  ed  AX  il  semi|>arametro  di  OA  nell'altra  ; 
tirala  XI)  {tarallela  ad  'OQ  , luti’  altro  rimanendo  come  al  n.1  , 
sì  avrà  UC  : XD  KZ  : KE  , ovvero  OZ  : 0:' . Essendo  poi 
AZ'  = AZ  f presa  AO'  = AO,  sarà  O'Z'  = ÒZ.  Presa  dunque 
AC  = At),  segnato  il  diametro  CH,  e compiuto  il  parallelogram- 
mo UAO'u  , avendosi  L’C  = uo  , cd  O'Z' = Vu  = OZ,  starà 
pure  uo  : congiunta  Yo,  tagliala  on«=XD, 

c fatta  nin  iiarallela  a V’u,  essendo  uo  dm  1‘,  \u  : «in,  cioè  uo  : 

XU  Vu  : nirt,  risulterà  Oz'=  mn.  Intanto,  poiché  f ^ , ossia 
Zi*  tocca  li  JP'^  oVe  sia  ÓP  quarta,  parte  del  parametro  di 
OQ  ,‘'si^auà  OZ’  = Òi'.ÒP.  Quindi  sarà  pure  m«.OP='Vu’, 

« stira  0^  : Vu  ^ Vm  : t7Jfi  . laftoiide  , dovrà  adersi  OP  : \u  ix 
uo  : xi)',"  e Vii.uo  = XD.OP,  OTiero  = om.mp  j se  si  tagli  ^ 
='ÌOP.bache  si  rileva  esser  ìl,luogo_de'punti  V 1 iperlmle  tra 
li  ass'inloli  , oC  , che  passa  per  p . 

...  • i-Ki.  I.  t .■  I i . ■■  "’l  >■  , * 
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Comrosi*i»/rr. 

Segnuto  nella  |>araliola  (P)  il  diametro  OA  Ungente  la  (P^ , 
il  aeniiparanietro  AX  , ed  XD  parallela  ad  OQ  , e prese  le  AC  , 
AO^  eguali  alle  AD,AO,  si  tiri  il  diametro  CH,  ed  O'o  parallela 
ad  AX  . ludi  beciasi  om  ss  XD  , ed  mp  parallela  , ed  egua- 
le ad  OP . 

L’ iperbole  Ira  gli  assiototi  oq  , oC  , che  passa  per  p , sarà 
la  locale  cercata. 

Quando  rìsulUsae  OQ  parallela  alla  Ungente  in  A , .sareb- 
bero O’q  , O'A  gli  assinloli  della  locale;  ed  O'm  eguale 
ad  AX. 


oaoiaaatft. 


Rilevasi  intanto  dalla  presente  composizione 
' l."  Che  il  centro  della  locale  è il  polo  di  quel  diametro  di 
, che  ha  nel  vertice  la  tangente  parallela  a'  diametri  di  (^Jf. 
Il.‘  Che  uno  degli  assintoti  della  locale  è la  polare  del  ver- 
tice del  diametro  di  (P'J  come  lopra  astrgnatò, 

nv  Che  t altro  aisintoto  è un  diametro  di  . 

' Or  questa  iperlmlc  accodo  uu  assiututo  parallelo  diametri 
della  parabola,  ha  la  condizione  espressa  al  n-  3-  Quindi  la  lo^^ 
cale  de'  poli  delle  tangenti  di  .silTatta  iperbole^ , sarà  un’  altra  pa- 
ràbola . E se  si  proceda  ad  assetriiarla  medìanté  le  nonne  fissale 
il  . ..  ■•“1  — tiv.  Vi».  ^ -Ki,  ! f.  ■*  " . 

nella  composizione  , e nel  corul|avio  del  n.  d,  , si  ricadrà  esal- 

f.  I ,t  V l.il  , ’i  ' 'i  i.  .!  I . r 

tameiite  sulla  stessa  parabola  (P'i . Presentemente  se  si  chie- 
desse la  locale  de’ (>oli  delle  ungenti  (a  paralHila  ^derivata  al 
a-  d . questa  locale  ^u|'à  un'  iperbole  i e procedeudo  ad  asse> 
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gnarla  si  vedrk  j che  «lessa  altro  dou  sia,  che  la  stesse  iperbole 
data  al  p.  medesimo  . 

^ f 

5.  Intanto  pel  caso  ch$  son  date  le  due  parabole,  potrà  a^  re- 
pire,  che  abbiano  > diametri  paralleli  ; ed  allora  presi  in  esse  dm- 
diametri  | che  ai>liiaoo  le  ordinate  parallele  , come  AH,  OQ,  es- 
sendo À\  U semi|iarBnictro  del  primo  , e C il  punto  in  eoi  s'in- 
contra coir  altro  , si  arra  come  ai  o>  1 , UA  : AX;:AZ  : A£  j o 
::  Hs':  IIZ;  e permutando  UA  : lì:'  AX  ; IIZ,  cioè  AX:AU. 
Se  dnnqne  si  prenda  AH  = AG  , c si  tiri  \m  parallela  ad 
XU  , avendosi  UA  : Ui»  ;;  AX  : AD , ossia  ;;  AX  ; AG,  ri- 
sullcrà  Um  = U*'  : sicché  essendo  sempre  AZ  = AZ'  , e quin-, 
di  HG  ^ VU  , si  avrà  \m  = G;'.  Fatta  perciò  \o  = OG  , e 
le  (,u  , parallele  ad  Am  , risulterà  «a  = Vu=  0«'.  Giò  po- 
sto avendosi  AZ  : AE  ;;  Oi'  ; OE' , si  avrà  pure  UA’  : AX’ 

Oi'’:  OF/’,  ovvero,  essendo  OP  quarta  parte  del  j>aramftro  di 
OQ  . ::  Oi'*  : Oi'.OP  , cioè  ::  Oa'  : OP  , ossia  oz  : OP  ; ma 
sta  UA’  : AX’  t;  Vi’  : XD’  ; starà  in  conseguenza  Va'  t XD* 

::  Oi  : OP.  Presa  ora  la  op  tale  che  sia  op.OP^ac;  XD’  , si  avrà 
Vi’  = 02,op.  Donde  rilevasi  che  il  luogo  de’ punti  V sia  una 
parabola  descritta  'iRtorn^  al  diametro  oh  col  parametro  op  che  ' 
la  l^iii  in  o;  ed  >,*^i  seguiranno  sempre  la  direzione  de' 
rami  di  (^. 


fig.  7. 


H'V  ha  . 


V • Xfj 


. .‘lO  q> 

-q  q/  C 0 a * a a a a r i 

' y/  ••  jr  ri 

Afts^uti  adunque  ralle  ^doe  date  parabole  ^P)  , due 
diametri  Isli  i^^  abbiano  le  ordinale  parallele  ^ rilevasi  : 


dolio 


dfut-  pontBolt, 
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II. "  Che  il  suo  l'crtice  sia  il  polo  della  tangetile  la  nel 
vertice  del  suo  diametro  . 

III. "  Che  la  tangente  al  vertice  della  locale  sia  la  polare  del 
vertice  di  (f). 

Ora  esM'Ddo  XV  parallela  ad  hm  , ossia  alle  ordinate  al  dia- 
metro della  locale , queste  saranno  l>enanclie  parallele  alle  or- 
se./on./.  dinatc  al  diametro  di  (P),  che  passa  pel  punto  C *,  pel  qual 
punto  trovasi  già  tirato  il  diametro  della  (F)  . Dietro  questa 
osservazione  , volendo  procedere  alla  descrizione  di  quell’  al- 
' tra  locale  ( eh’  esser  dee  una  |>arabola  ) , la  quale  contenga  i 
jjoli  delle  tangenti  della  locale  or  ora  ritrovata  , si  vedrà  che 
essa  sia  la  stessa  parabola  (P')  data  da  prima  , 

C A S 0 II. 

AsÀUSt  etomnrittCÀ.  . ' > 

I 

fig.  8-  6.  Essendo  0 il  contro  della  direllrìce  elei  poli  , per  V al- 

tra curva  diasi  in  primo  lungo  un’  ellisse  , o i|ierbole  , il 
di  cui  centro  sia  O'  . Essendo  V uno  del  punti  della  locale, 
cercala  , la  sua  polare  , tangente  la  (O'),  incontri  in  Z la 
00'.  Si  unisca  OV  , e si  condurano  le  VZ',  YR,  parallele  ad  J 
A X semiparametro  di  A/i  . Starà  YR*  : OR.ZR  ;;  .\X  : AO  , 
d onde  YR  : ZR  (AX  ; AO)  ( OR  : YR  ) ; ovvero  ( AX  ; 
AO  ) ( OZ'  : VZ'  ).  Or  si  tirino. le  YT  ; XI)  paralle'e  ad  O'S 
conjugalo  ad  OP  , avendosi  YR  ; RT  ;;  .AX  : questa^ 

c dalla  precedente  analogia,  presa  ,AC  = AD,  si  avrà  RT  j ZR 
(AG  : AO)(OZ'  : VZ').  K poiché' sia  VC  I AO  ::  Z'i  : OZ', 
li. uberà  RT  ; ZR  Zz';  VZ'.  E , però  , ZT  : RT  Vi  : Z's. 


Digitized  by  Google 


Inoltre  essendo  RT  ; TY  AD  ; XD  , ossia  ;;  AC  : XD  , si 
oUcrrii  da  queste  due  ultime  analo^e  ZT  : TY  ::  ( Vz  : XD  ) 
( AC  ; Z'z) , o ::  ( V-  : XD  )'(  OC  : Or  ).  E quindi 

ZT*  : TY- ;:  ( Va' :Or’ ) (OC’ : XD- ) (1  ) 

Intanto  applicate  ai  ponti  P,  Q le  PM  , QN,  tangenti  (O')  , e 
quindi  |>arallele  a TY,  avendosi  ZT*  ; TY';;ZP.ZQ  : PM.QN  , 
ed  osssenando  che  sìa  PM.QN  = O'S’ , avremo  per  1’  analo- 
gia (I)  ZP.ZQ  : O'S*  ( W ; Or*  ) ( OC*;  XD*  ).  Presa  dun- 
que OC  , talché  stia  OC  ; XD  ;;  OG  ; O'S.  si  otterrà 

ZP.ZQ:OG*;:Vr*:Or*.  (2) 

Si  traccino  presentemente  le  P'/> , (y q polari  dei  punti  P , Q ; 
starà  OZ  ; OP  OP'  ; OZ' , ovvero  Op  : Or  ; e , componen- 
do , ZP  : OP  ;;  pi  : Or.  In  simil  guisa  otterremo  ZQ  : OQ 
qz  : Oz  , e da  queste  due  ultime  analogie  , ZP.ZQ  ; OP.OQ 
pz-qz  ; Or*  ; d’  onde  per  l’analogia  (2)  Vi’  : pz.qz  ” OP.OQ 
: OG*.  Il  che  mostra  che  il  luogo  dei  punti  \ sia  una  iperbole 
0 una  ellisse  secondoccliè  la  Vi  cader  debba  al  di  fuori  dei  pun- 
ti p,  q,  o tra  di  essi. 

PtrtamtifÀtiOHB. 

Se  il  centro  0 cada  al  di  fuori  dei  punti  P , Q , esso  cn> 
drà  pure  al  di  fuori  dei  punti  P',  Q'.  Dovendo  dunque  sem- 
pre aversi  OZ.OZ'  = OP.OP'cs  OQ.OQ',  se  la  curva  (O')  sia 
ellisse  ( qualunque  sia  la  (0)  ) , la  VZ'  cadrà  necessarìaineute 
al  di  la  di  P',  Q',  ed  essendo  iperbole  cadrà  tra  di  éSN<  Sic- 
ché dovendo  anche  Vi  cadere  nel  1.*  caso  al  di  fuori  , nel 
9.*  al  di  dentro  di  p , c q , nel  1 caso  la  locale  sarà  i|>er- 
Imic  , nel  2.*  ellisse.  .All’  opposto  , se  il  centro  U si  trovi  com- 


1 6 I I 

• 

preso  tra  F , c Q , dovendo  anche  trovarsi  compreso  tra  F'  , e 
Q'  , si  vedrà  che  se  la  (0')  è ellisse , Va  debba  necessaria- 
mente cadere  Ira  p , c ^ , e stame  al  di  fuori  ove  la  (0')  bis* 
se  iperI:olc  ; sicché  nel  !■  coso  la  locale  sarà  ellisse  ; nel  2. 
iperbole. 

CoMPOsitioffe. 

Uniti  i cèntri  0,0',  si  se{!;nino  AX  semipnrainelrn  di  \li"  , 

XD  parallela  ad  O'S  , ed  AC  = AD.  Indi  tracciale  le  F'p  , 

(Yq  polari  di  P,  e Q,  0(>  i|narla  projioriionale  d<i|Hi  \D  , 
OC  , O'S  , ed  OF  media  Ira  OP  , OQ  , e parallela  ad  A\  , 

jiel  punto  di  mezzo  di pq  si  tiri  oh  |>arallela  ad  Ot  , e (/v  pa- 

rallela a (iF. 

L’iperbole  o ellisse  ( come  sopra  si  è dello  ) descritte  co  se- 
midiametri conjugali  oq  , os  sarà  la  locale  cercata  . 

Se  i diametri  delle  due  curve  conjugali  a quelli  , che  ri- 
sultano dalla  congiungenlc  dei  ccatri  sian  paralleli  tra  loro  , 
cioè  se  sia  O'S  parallelo  alla  tangente  in  A , la  XD  cadrà  sul- 
la XA  il  diametro  OC  si  distenderà  sul  diemelro  OA  , e la 
composizione  sa  rii  la  segucnle.  Essendo  AX  il  semiparamelro 
di  AA'  ; P' , Q'  , poli  di  P , e Q ; OG'  quarta  proporzio- 
nale dopo  AX  , OA  , O S ed  OF  media  tra  OP  , OQ  , a pa- 
rnllcla  ad  AX  pel  punto  medio  di  P Q'  si  tiri  o s'  paral- 
lela ad  OF  , e Q'*'  pandlela  a G'F  . Sarebbero  cori  p'Q',  o's' 
i semidiametri  della  locale  . 
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Nel  caso  , che  si  Lrovasse  a disianza  inhnila  uno  de’  punti  p, 
f , il  che  si  Tcrifica  quando  uno  de'  punti  P , o Q si  confon- 
de col  centro  di  (0)  , cioè  quando  il  perimetro  di  (0')  pas- 
sa per  0,  la  locale  avrebbe  un  vertice  , e sarebbe  mancante  di  ' 
centro  . Quindi  sarebbe  una  parabola  ; come  infatti  rilevasi 
dalla  stessa  analisi , la  quale  per  questo  caso  ( trovandosi  a di- 
stanza infinita  per  esempio  y)  da  Va’  ipt.OC  ::  0P.0\  : OG*  , 
il  che  dinota  una  parabola  , la  di  cui  costruzione  è di  per  se 
manifesta  . Rammentando  ora  ciò  , che  si  è detto  nella  prece- 
dente determinazione  può  conchiudersi  che  la  locale  sarà  iper- 
bole , ellisse  , o para.bola  a misura  che  dal  centro  di  (0)  pos- 
sono condursi  ad  (O')  due  , ninna  , od  una  sola  tangente. 

Co*OLLA»tO. 

Essendo  AC  =:  AD  , il  diametro  OC  avrt  le  ordinate  pa- 
rallele ad  XD  , ossia  ad  O'S.  Quindi  i poli  delle  tangenti  in 
P , e Q dovran  trovarsi  su  qod  diametro  ; ma  questi  poli  deb- 
bono pur  trovarsi  sulle  P'^ , Q'^ , polari  di  P , e Q , adun- 
que essi  saranno  precisamente  i punti  p , q - Segue  da  ciò  , 
che  i poli  delle  tangenti  la  (0')  nelle  estremiti  del  diame- 
tro , ohe  passa  pel  centro  di  (0)  corrispondono  alle  estremi  Ih 
di  quel  diametro  della  Locale  , che  passa  pel  centro  medesimo 
c ’l  di  cui  conjugato  è panllelo  al  conjugato  al  diametro  di 
(0) , che  pasa  pi  centro  di  (0')  . 

Ciò  premess  o propongasi  a descrivm  quell’  altra  locale,  che 
contenga  i pU  di  tutte  le  rette  tangenti  la  (o)  . A qual’  effet- 


\ 


to  essendo  P , Q i poli  delle  P'p  , tengenti  delU  (o)  nel> 
le  eslremiUi  del  soo  diametro  pq  , che  pam  pel  centro  di  (0) 
riconosceremo  , che  i punti  P , Q siano  gli  estremi  di  i^acl  die» 
metro  della  Dorella  locale  , che  passa  pel  centro  di  ^0),  e '1  di 
eoi  conjugato  dovendo  esser  parallelo  al  conju^nto  di  OC  , ov> 
vero  ad  XD,  si  distendciii  su  di  O'S.  Fiuuluicnte  per  ass-' 'nere 
la  lunghezxa  di  un  tal  conjugato  , essendo  ax  semiparsmelro  di 
Aà  , ed  xd  parallela  ad  or  , ossia  ad  AX  , si  troverk  Ot/  quar- 
ta proporzionale  do|K>  xd,  Oc  , os  } Of  rncalia  tra  Op  , Oy  , e 
si  tirerh  QS'  parallela  a gf.  Sarebbe  cosi  O'S'  il  semid’amelro 
coDjngsto , che  cercasi . Or  per  effetto  di  tutto  ciò  , o della 
precedente  componzionc  ammo  le  analogie  Oi;  : Oc  ::  or  : xd. 
Ed  OG  : OC  O'S  : XD  . Quindi  ( 0<;  : OG  ) ( OC  : Oc) 
* o./cm-2.  :;  ( o*  : O'S  )(  XD  ; xd  ).  Ma  sta  OC  : Oc:;XD.f<f  * , slarh 
dunque 

0ff;00:;M:0'S  (I) 

Inoltre  cssondo  OQ  ; OP  OP'  ; OQ' , ovvoo  j;  Op  • » 

ti  avrà  PQ  : pq  t:  OQ  : 0|p  , e ti  si  avrà  pure  PQ  ; OP 
: Oq\  e perciò  PQ*:j>9';;  OQ.OPtOp.Of  , vale  adire  0'Q*:oq* 
J{  OF*  ; Of  , ossia 

O'Q  : oq  ::  OF  : Of  (2) 

Di  piò  avendosi  Og  : Of::  O'Q  : O'S' , Ed  OG:  OF  oq:of, 
sarà  ( Of,  : OG  ) ( OF  : Of)  ::  ( O'Q  ; ) ( c*  : O'S'  ) . 

Donde  per  l’ analogia  (2)  rilevandosi  Og  : OG  : ; cs  : O'S'  pct 
la  (1)  , risnlteià  O'S  = O'S'  . Cioè  il  semidiametro  ass^»- 
to  è Io  stesso  che  O'S  . Ed  in  concbiusione  la  locale  a de- 
scriversi è la  stessa  curva  (O'J.  Quindi  regge  anche  per  què- 
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sto  caso  U reciproca  corrìtpemleDsa  tu  la  data  corra  , e la 
derivata  , notala  piìi  sopra  io  diversi  rincontri. 

. 'i-  /I  1«  0 pjuL  11  Ik 

7. Qn\  pare  pcitrcbbc  aTsanirC)  nel  coso  cbe  la  corra  (€>'^  fbaaa 
iperbole  cito  la  coo^iungcntc  dei  centri  non  incontrasse  il  ano 
perimetro,  o che  dessa  si  dislundcssc  sopra  uno. dei  suoi  asaia^tr 
li  ; ma  dopo  la  esposisionc  del  caso  generale,  ci  sembra  saps^• 

Uno  ogni  altro  es.tme.  Unicamente  faremo  avvertire , cbe  in  qwa- 
Bli  due  casi  la  lo'oale  è iperbole,  e si  vedrebbe  che  anche  in  questi 
dne  casi  la  locale  dei  poli  delle  tangenti  la  (o)  a riguardo  della  di* 
rettrice  (0)  sia  sempre  la  data  curva  (O*)  . ' 

8.  In  secondo  Inogo  per  V altra  COrva  diasi  Una  parabola  , fig,  8^ 
e sia  OQP  il  suo  diametro  j che  possa  per  O , ed  XD  parallela 

alla  tangeole  in  Q . Tuli’  altro  poi  rioianondn  come  al  o.  6.  ai 
otterrà  identicosMote  ZT*':  TY*  ::  ( Va’  : Oa’  ) (OC  : XD’), 

Ma  sta  ZT’  ; TY’  ZQ’  : QN’  ; ovvero  , essendo  QB  quarta 
parte  del  parametro  di  OQ,  i:  ZQ’  : ZQ.QB,  cioè  ::  21Q  : QB, 
starà  dunque  ZQ  : QB  ::  ( Va’  ; Os’)  ( OC'  : XD’  ) ; e presa 
la  retta  S talché  stia  OC’  : XD’  ::  S : QB  ai  avrà 

ZQ  : S Va’  ; Oa’  (1) 

Or  ti  tracci  la  Q'f  polare  del  punto  Q , avendosi  OZ  : OQ  :: 

OQ'  : OZ'  opporc  ;;  Oy  : Oa,  starà  , componendo  , ZQ  : OQ 
q2  I OZ  , cioè  qz.oz  : oa’  . £ dal  confronto  di  questa  a- 
oaLogia  colla  (t)  si  rileverà  Va*  : qz.Oz  ::  OQ  : S . D*  onde 
scorgeai  cbe  il  luogo  dei  punti  V sia  iperbole  , o ellisse  , se* 
condocbè  la  Va  cader  debba  al  di  fuori  de*  punti  0 , j , o in 
mezzo  ad  essi . E questa  locale  ai  volgerà  a parabola  , ove  il 
punto  q li  trovasse  a ^tanz  a infinita. 


aò  • 

•'i'  DzTX*ìtlItÀtl9KI- 
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Se  il  ponto  0 si  troTS  al  di  sopra  di  Q,  cioè  fuori  la  parabola, 
avendosi  sempre  OZ.OZ'  = OQ.OQ' , ovunque  cada  il  punto 
Z-,  il  punto  Z'  cadA  sempre  fuori  di  0 , e Q.  Perciò  anche  Va 
cadrk  fuori  di  0,  c 9 ; e la  locale  sarà  una  iperbole.  All’  oppo* 
sto,  se  0 si  trovi  al  di  sotto  di  Q,  cioè  dentro  la  parabola,  per  la 
stessa  ragione  ora  addotta  , si  vedrà  che  Vs  debba  neceuaria- 
mente  cadere  tra  0,  e ^ : sicché  per  tal  caso  la  locale  è elUsse. 

Comrosisiotit- 

Segnato  il  diametro  AAQ  parallelo  a quelli  della  parabo  la , 
AX  semiparametro  di  AA  , ed  XD  parallria  alla  tangente  in 
Q,  si  tagli  AC  quanto  AD.  Indi  rinvengasi  S talché  sia  S a QB 
in  ragion  duplicata  di  OC  ad  XD'  ed  Od  quarta  proporzionale 
dopo  S , OQ  , Py  , e parallela  ad  AX  . 

L*  iperbole  , od  ellisse  ( come  sopra  si  é detto  ) descritta  col 
diametro  trasverso  Of  , e col  parametro  Od  , che  U toeobi  in 
0 saré  la  locale  cercata  . ■ • 

s . 

^ . OstMKVdtlONX. 

Quando  la  parabola  data  passa  per  0 l’analisi  da  Va*  tOC.Oa 
= OA  : S.  Quindi  la  locale  é ona  parabola  , e ’l  suo  parame- 
tro sarà  una  quarta  proponionale  dopo  S , OA  , ed  OC.  Ed 
ora  può  conchiudersi , che  la  locale  é iperbole  , elUsse  , o pa- 
rabola a misura  , che  dal  centro  di  (0),  possono  tirarsi  alla  pa- 
rabola due  , ninna  , od  una  sola  tangente  . 
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Da  quanto  sì  è detto  risulta  . 

/.*  Che  la  locale  patta  sempre  pc  7 centtv  di  (0). 

II. '  Che  V altro  vertice  del  diametro  della  locale  , che  patta 
pel  cetilrv  di  (0 ) è il  polo  della  tangente  della  parabola  nel  ver- 
tice del  suo  diametro  , che  passa  per  lo  stesso  centro. 

III. '  Che  il  conjugnto  a questo  diametro  della  locale  è paral- 
lelo al  conjugato  al  diametro  di  (0)  parallelo  ai  diametri  del- 
la parabola. 

Dopo  ciò,  se  si  chiedesse  la  descrizione  dell'altra  locale , che 
contenga  i poli  delle  tangenti  la  (o)  , ragionando  c omc  al  corol- 
lario del  n.G,  si  vedrò,  che  dessa  sia  la  stessa  parabola  data  dap- 
prima ^ _ 

9.  Percorsi  intanto  i diversi  casi  del  problema  che  risultano 
dalla  varia  combinazione  delle  curve  coniche  a due  a due  , od 
avendo  osservato  , che  in  lutt’  i casi  la  locale  sia  un’  altra  curva 
conica,  e che  in  tutt’i  casi  si  verifica  tra  la  curva  data , e la  lo- 
cale risultante  quel  la  reciproca  corrispondenza , che  abbiamo 
notato  , rileveremo  in  generale  il  seguente 
■ -y.  ' . 

Tjrojtxjtji. 

r • • 

Ih  due  cwve  coniche  proposte  la  locale  de  poli  dell  una  a ri- 
riguardo  delie  tangenti  ddia  seconda  , è anche  curva  conica  . 

E scatttbiemdo  la  locale  colla  seconda  delle  curve  proposte  si 
troveranno  in  questa  allogati  i poli  dette  rette  tangenti  t altra. 


aa 


40.Se  in  Tece  delU  cnm  t coi  la  dcvV^Mr  eontmnameiH 
te  Ungale  fosse  data  la  locale  , cbe  si  è oUcnala  in  ciascoa 
caso,  la  qaale  ossee  dal  complesso  de’  punii  V,  poli  delie  f f , 
cd  in  Tcce  del  problema  , cbe  si  è Coora  esaminalo  si  fosse  pro- 
posto r altro  di  delermìnarc  la  entra  a cni  le  |>olari  d>  ciascoa 
ponto  di  quella  siano  continoamenle  tangcnli  , si  troverebbe 
con  OD  cammino  retrogrado  a quello  seguilo,  cbe  questa  è sem- 
pre la  stessa  curva  , da  cui  la  locale  ba  preso  origine-  E sì  è 
poi  veduto  che  dessa  va  determinata  colle  stesse  regole  stabilite 
nelle  varie  composizioni  per  assegnare  i delermìnandi  della  lo- 
cale i quindi  : 

T E 0 K B M J II. 

Se  I poli  di  vna  sezione  conica  percorrono  un’  altra  sezione 
conica  , le  loro  polari  toccheranno  continuamente  una  terza  se- 
st<me  conica, 

1 1 -Il  i*  de’teoremi  qui  sopra  esposti  potrebbe  enunciarsi  nei 
seguente  modo  : Jn  due  curve  coniche  proposte  la  locale  de’  punti 
dì  concorso  delle  tangenti  tirate  ad  una  per  V estremità  di  ques- 
lunque  sua  cada  , che  tocchi  t altra  , F è curva  conica  . 

E scanAiaiuìo  la  locale  colla  seconda  delle  curve  proposte  , 
si  troveranno  in  ^esta  allogati  i punti  di  concorso  delle  tan- 
genti tirate  sempre  alla  prima  per  F estremità  di  qualunque  sua 
corda  che  tocchi  quella  locale  . 

bb  comunque  nel  fallo  questo  teorema  sia  identico  al  primo, 
pur  tuttavolta  il  secondo  è di  questo  men  generale,  dapoiebè 
nell’  ultimo  essenzialmente  riebiedesi , cbe  le  rette  tangenti  I’ 
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•na  delle  corre  proposte  abbboo  ad  intersecar  l’ altra  , nb  pili 
reggerebbe  ore  non  la  incoolrasse.  Quandocchè  il  primo  re^ 
ge  costantemente  , siari  o pur  no  lo  incontro  , di  cui  trattasi. 

12. La  coriispondenza  che  si  ò falla  rilerare  tra  la  data  corra, 
e la  curva  derivata  , a riguardo  di  un  altra  curva  assunta  co- 
me direttrice  dei  poli  è stata  per  la  prima  volta  notata  dal- 
r insigne  geometra  francese  M.  de  Fouceict , ma  pr  rie  che 
nulla  han  di  comune  col  metodo  da  noi  seguito  . Ed  è pr 
siffatta  corrispndenu  , eh’  egli  ha  dato  a queste  curve  la  de- 
nominazione di  polari  rtciproche  , delle  quali  ha  espsta  , ed 
estesa  la  teoria  alle  curve  , e suprficie  nello  spaio  . Non  es- 
sendo nostro  seop  di  entrare  sii  questa  materia  in  ulterio- 
ri dettagli , ij|mettiamo  i cultori  della  scienza  alle  dotte  me- 
morie del  citalo  illustre  geometra  ; ma  certo  che  la  scienza 
deve  a quest’  nomo  insigne  Io  stabilimento  di  una  imprtan- 
tissima  teoria  nei  rami  delle  matematiche  , e che  , coltivata  , 
come  il  nehiede  , presenta  vasto  camp  a novelle  ricerche  , e 
sommo  ajuto  ai  precessi  della  dottrina  . 

iS.Porrem  fine  a questo  lavoro  con  qualche  osservazione  in- 
torno alla  determinazione  della  locale  , che  ne  ha  formato  lo 
scop  . Ed  in  vero  le  diverse  determinazioni , che  abbiamo  as- 
segnate , sono  conseguenze  immediate  dell'  analisi  geometrica. 
Ma  conoscendo  solo , che  in  generale  la  locale  , che  cercasi  è 
una  curva  conica  , avressimo  potuto  determinare  quale  special- 
mente fosse  pi  singoli  casi  da  un  genere  di  considerazioni  , an- 
che ^eometrkbe  , ma  di  tutt’  altra  natura  . Nè  sia  suprfluo  il 
veder  dedotto  da  altre  vie  tante  reritìi  piìi  sopra  esposte. 
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Ritoraaado  dunque  «1  1’  caso  , se  la  curva  del  centro  0 sia 
ellisse  , qualunque  sia  la  di  lei  posizione  rìinpctto  alla  parabola, 
la  ff  tra  le  sue  infinite  posizioni  deve  l’eccssariamente  divenir 
due  volle  parallela  ai  diametri  della  parabola  , il  che  si  verifi- 
ca allorché  passa  pe'  ponti  B , S estremi  del  diametro  BS  con- 
jugato  a PQ  . Or  quando  ciò  avviene  , i punti  Y , che  sono 
al  n.  di  quattro,  (cioè  due  per  un  lato,  c due  per  un  altro)  del)- 
bon  trovarsi  a distanza  infinita  ; quindi  la  locale  aver  deve  .ne- 
cessariamente quattro  rami  infiniti;  e sarh  perciò  una  iperbole, 
come  si  è rilevato  al  n.  1.,  ed  i di  cui  assìntotl  saranno  paral- 
leli alle  tangenti  della  parabola  ne'  punti  f>".  Ma  quando  (0) 
fosse  iperbole  la  sua  posizione  rimpetto  alla  parabola  può  es- 
ser tale  che  o non  ammette  alcuna  tangente  parallela  ai  diame- 
tri di  quella  , il  che  si  verìfica  quando  il  suo  perimetro  è in- 
contrato dal  diametro  PQ  parallelo  a quelli  della  parabola  ; o ne 
ammette  anche  due , il  che  avviene  quando  il  suo  perimetro  è 
incontrato  dal  diametro  BS , conjugato  a PQ  ; o finalmente  ne 
ammette  una  soltanto  , il  che  si  ha  se  un  suo  assintoto  è paral- 
lelo ai  diametri  di  (P)  . Allorché  non  ne  ammette  alcuna  , nin- 
no dei  punti  V può  trovarsi  a distanza  infinita.  Quindi  la  loca- 
le , non  potendo  avere  rami  infiniti  , sarà  una  ellisse  . Se  poi 
ne  ammette  due  , la  locale  dovendo  avere  di  bel  nuovo  quattro 
rami  infiniti  , sarà  una  iperbole  , i di  cui  assiutoti  saranno  e- 
gualmente  paralleli  alle  Ungenti  della  parabola  in  - 

£ finalmenmeute  quando  siavi  una  sola  tangente  parallela  ai 
diametri  di  (P)  , due  punti  V soltanto  si  troveranno  a disUn- 
xa  infiuiU  ; perciò  la  locale  avrà  due  rami  infiniti  , e sarà  una 
parabola.  Ond'  è che  per  i casi  esaminati  a’  num.  1 , 2 , e 3 , 


Digitized  by  Google 


la  loca  le  è iftiioU  , eHitse  , o parulola  a misura  , che  alla 
curva  (0)  pattano  condurti  due  , ninna  , od  una  sola  langtn- 
tr^parallela  ai  diametri  di  ("P) , o , che  torna  allo  stesso  , a mi- 
tura  che  (P)  ammette  due  , ninno  , od  un  sol  diametro  tangente 
ad  (O)  • 

Impigliando  il  caso  del  n.  4.  , cioè  quendo  son  date  dae 
parabole  (P) , c (P^  , osseireremo  che  una  sola  tangente  può 
condarsi  a (P')  paraUela  ai  diametri  di  (P)  , e quindi  due  pun- 
ti V si  troveranno  a distanza  infinita.  Ma  è però  da  osservarsi 
clie(P)  anunelte  inoltre  dne  tangenti  a distanza  infinita  paral- 
lele al  suo  diametro  OQ  ; e per  questa  circostanza  due  altri 
punti  V si  troveranno  a distanza  infinita  . Essendovi  dunque 
quattro  punti  V a distanza  infinita  , la  locale  dovrà  essere  una 
iperbole  , un’  asùntolo  di  cni  è parallelo  alla  tangente  in  A , 
e r altro  a quel  diametro  di  (P)  , che  ha  le  ordinate  parallele 
ad  OQ.  Che  se  (P),  e (P')  abbiano  i diametri  paralleli,  come  nel 
n.  5 , in  questo  caso  due  soli  punti  V si  troveranno  a distanza 
infinita  } e la  locale  dovendo  avere  due  rami  infiniti  sarà  para- 
bola. lo  conseguenza  , pel  caso  , in  cui  son  date  due  parabole 
la  locale  è iperòole  , o parabola^  secondoche  la  direttrice  dei  pali 
ammette  una  ; o nhtn  diametro  tangente  alC  altra. 

Esaminando  sotto  1’  aspetto  medesimo  il  caso  del  n.  6.  , ve- 
dremo , che,  perchè  possa  trovarsi  a distanza  infinita  alcuno  de’ 
pnnli  V , la  f f dee  passare  pel  centro  di  (0).  Or  se  (0')  è el- 
lisse .qualunque  sia  (0)  , cioè  o ellisse  o iperbole  , la  può 
passare  due  volte  per  0 , se  questo  punto  si  trovi  al  di  fuori  del 
pc'rimetro  di  (0')  f vi  passerà  una  volta  se  quel  perimetro  passa 
pei*  0 , e non  potrà  passarvi  allatto  se  0 si  trovi  al  di  dentro 


»6 

del  penmetTo  isteuo.  Nel  1*  caso  adanqne  vi  saranno  quattro 
punti  V a distanxa  infiniu  . Quindi  quattro  rami  inCniti , e U 
locale  aark  iperbole  . Nel  2*  vi  saranno  due  punti  V a distanan 
infinita  ; e perciò  la  locale  sarìi  parabola . Nel  3*  caso  finaU 
mente,  non  essendosi  alcun  ponto  V a distanza  infinita,  la  loca- 
le nem  potrk  avere  rami  infiniti  , e sarà  ona  ellisse.  Se  poi  (0') 
. è iperbole  , quando  il  suo  diametro  FQ  , che  passa  per  0 no 
incontra  il  perimetro  , la  f f , non  potrò  affatto  passar  per  O , 
se  questo  punto  si  trovi  al  di  fuori  di  P , e Q : vi  passerò 
dne  volte  , se  0 si  trovi  compreso  tra  P , e Q , e vi  passe- 
rà ona  volta  sola  , se  o P , o Q passa  per  0 .Quindi  nel  t* 
caso  non  vi  sarà  alcun  punto  V a distanza  infinita  , nel  2°  ve 
pe  saranno  quattro  , e nel  3*  due  soltanto  . Sicché  nel  t*  ca- 
so la  locale  sarà  ellisse  , nel  2*' iperbole , e nel  3°  parabola. 
Se  poi  la  posizione  della  iperbole  sia.  tale  , che  PQ  non  in- 
contra il  suo  perimetro  , pollò  sempre  due  volte  passar 
per  0 , anche  se  i punti  O , ed  0'  si  oonfimdajKi  , perché 
in  questo  'caso  la  doppia  posizione  della  f f si  troverà  sopra  i 
due  aasintoti  . Quindi  polendo  esservi  sempre  quattro  punti  V 
a distanza  infinita  , la  locale  avrà  quattro  rmni  infiniU  , ed  in 
conseguenza  sarà  nna  iperbole  . Sicché  anche  pel  caso  del  n.6 
regge  il  criterio  , che  la  locale  è iperbole , ellùte  , o parabola  , 
a natura  , che  (0 ) ammelle  due  , niuno  , od  un  eoi  diametro 
tangente  ad  (ff ' 

Pel  caso  del  n.  8.  cioè  quando  la  curva  direttrice  de’  poli 
sia  dotata  di  centro  , e l’ altra  sia  parabola,  i punti  V dovras- 
no  benanche  trovarsi  a distansa  infinita,  quando  passa  per  O. 
.Or  egli  è chiaro , che  vi  passerà  dne  volte  k 0 sta  fuori  il 
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perìmetro  dalla  parabola  , non  vi  passeri  aflalto  se  sta  dentro 
di  esso  ; e vi  passeii  una  volta  , se  il  perimetro  della  para- 
bola passa  per  0 . In  conseguenca  essendovi  nel  V-caso  quat- 
tro punti  V a distanza  infinita  ; nel  2*  ninno  , e due  nel  3°  ; 
nei  Oaso  la  locale  sari  iperbole  , ellisse  nel  2* , e parabola 
nel  3*.  Quindi  re^c  pur  questa  volta  il  criterio  , che  la  localo 
è iperbole  , ellisse , o parabola  seeondocke  (O)  animeUe  due  , 
tàuno  , od  un  sol  (Bametro  tangente  alla  parabola. 

È da  avvertirsi  che  , in  tntt’  i casi  ne’  quali  la  locale  è iper- 
bole , i suoi  assintoti  sono,  com’è  chiaro,  paralleli  alle  tangenti 
della  curva  direttrice  dei  poli  nei  punti  in  cui  la  f f ne  incon- 
tra il  perimetro  quando  passa  per  0 , cioè  allorquando  essa  di- 
viene diametro  della  direttrice.  £ questa  circostanza  servirebbe 
a farli  immontincnli  assegnare  , e quindi  a rendere  più  spedile 
ed  agevoli  le  composizioni  date  ne’  vsij  casi.  ' 

Riepilogando  intanto  quanto  si  è detto  , ne  CODchiuderen» 
il  seguente 

i 

Canone. 

Se  son  date  due  parabole  , la  locale  i iperbole  , o parabola  , 
secondochi  la  direttrice  dei  poli  ammette  uno  , o niun  diametro 
tangente  aW  altra  curva. 

E , fuori  di  questo  caso,  eptaluntpte  siano  le  due  curve  date  , 
la  locale  è iperbole  , ellisse  , o parabola  , secondoche  la  direttri- 
ce de’  poli  ammette  due  , ninno  , od  un  sol  diametro  tangente 
all'  altra  cucca  . . 


*8 


OSSERVAZIONE, 

Non  è qui  fuor  di  proposito  ossorrarc  , clic  il  norello  gene- 
re di  gcomelriube  considerazioni  adoperalo  uel  numero  prcce- 
denU:  possa  ricseirc  utilissimo  in  argomenti  affini  , sia  che  le 
ricereLc  per  essi  istiluiscaiisi  co’  metodi  anticlii  , sia  che  sotto- 
pongansi  alla  moderna  analisi  . £ qui  per  ora  specialmente  no- 
teremo com’  esso  conduca  alla  pronta  determinazione  degli  as- 
sintoti  delle  iperboli , sempre  che  trattisi  di  una  tal  curs'a. 

Per  ultimo  conviene  avvertire  che  i semplicissimi  principj  se- 
gnati dal  nostro  illustre  Pergola  per  la  soluzione  analitica  del 
problema  , che  ci  ha  occupati  , valgono  per  due  curve  qualun- 
que , e comunque  date,  abbenebà  si  veggano  da  lui  limitati  al 
solo  caso  di  un'  ellisse  , ed  un  cerchio  concentrici  ; ma  , com’ 
ei  stesso  il  previene  , non  ha  ciò  praticato  che  a solo  oggetto 
di  acconcia  brevità  , e chiarezza.  Ed  i giovani  che  amano  di  e- 
sercitarsi  in  siffatte  ricerche  potranno  assicurarsene  : che  anzi 
potranno  anche,  volendolo,  partire  dall’  equazione  la  più  gene- 
rale alle  curve  coniche , sol  che  si  abbiano  preparata  la  corri- 
spondente equazione  ad  una  sua  tangente. 
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( Nota  al  xeoaixa  1'  ) 


Le  due  perii  i die  ccrmpoDgono  questo  ieotetne  sono  il  ritulteuicnio 
dell'  eseine  dei  xaij  cui , che  poMono  naeceue  dalla  combioaciooo  ddlt! 
cune  coniche  a due  a due . cueodo  questo  l aodamento  caratteristico 
del  oieM»  geonotrico  . die  abbiamo  seguito  ; e nostro  scopo  csundo 
sialo  quello  di  preseelare  eoo  tal  metodo  appunto  la  compiuta  solusiooe 
di  un  problema  , che  forma  la  base  di  una  teorica  impoitaiitiMims  per  la 
Geometria.  , 

Per  l'opfiosto  sdopraudo  i metodi  algebrici  può  pervenimi  a rdera- 
re  generalmeale  le  verità  medesime  da  una  sola  equazieue  ; ma  que- 
sta equuioae  dovrà  poi  essere  discussa  , ed  ouminata  lecoado  le  varie 
rombinaziooi  delle  curve,  per  conoscere  in  ciasouo  caso  la  natura  del- 
lo locali  corrispondenti , i loto  detenntnanti , le  loro  tflfeiiooi , od  il  cor- 
so loro  relslivameote  alle  corre , dw  fon  date  . Io  somma  converrob- 
be  adempier  dopo  a quanto  nel  cammino  goometrico  è stato  (rito  dappri- 
ma ; nei  che  juincipslmeDle  coesiste  la  diflérenu  Ira  i due  metodi , In- 
tanto, pokbè  nelle  sohiuoni  algebriche  a nostra  conoaoenu  dato  Gooia  del 
presente  problema , non  si  è tallo  coovenìeotefflente , e goneralmeote  ri- 
lersre  ( come  per  metodo  rìcbiedeasi  ) la  reciproca  eorrìspoodenaa , che 
pasM  tra  le  date  corre  e la  locale  , e ebo  forma  la  socooda  parte  dd  ao- 
slro  teorema  , troviamo  ben  fotte  abbouamequl  brevemente  una  adu- 
sione  , a solo  oggetto  di  oondiiudeiDe  le  ihie  parti  del  teorema  ; lasciando 
poi  ad  esercizio  do'  giovani  lo  sviluppo , o la  compiuta  diacusskioe  de'  ri- 
sultamooti . 

Siso  quindi  proposte  due  curvo  quahonque  di  3.  ordine[A} , [8] , e si 
Cerchi  II  luogo  de!  poli , rclallvamcnte  ad  (A) , delle  rette  tangenti  a (B^  . 

Preai  per  asai  qualimque  diametro  di  (A)  e la  tangente  nel  suo  verti- 
ce , le  due  curve  potranno  generalmoote  esaere  dmotate  eoo  le  equastoni 
y*s=inu*-+.aiut  (A) 

Ay-«.aB*y4.2Cp-*-Ite'-|-aEe  + Fs=a 


3o 


Ciò  pos(o  si  cbiamino  / • u le  eoorilinilo  di'  uso  dei  pnnli  cercali  , poli  Del- 
la airva  (A)  , l'equaiionc  della  «ua  corrispondenlc  polare  sarà  , nom'  & 
nolo  • 

yu  = x(  (m  -f-  » ) -f-  In  (a) 


l'nichò  dnnqiio  la  retta  eiii  quest'  eqiiarione  apparitene  dcr'  essere  as- 
soiigetlala  alla  condiriono  <}' ineenlrarc  la  curva  (B)  toccandola,  combi- 
nando tra  loro  le  due  equatnni  (R) . (<i)  potranno  ottenersi  le  coordinate 
del  punto  di  contatto  . A tal  eiTetlo  si  sostituisca  alla  y della  prina  U y 
della  seconda  , e si  otterrà  la  segjsienlo  equazione  di  d.  grado  in  .r 


ar’  ^ A ( /«I  -f-  n 2 Bii  [ (tn  -f-  n ) -}-  I>u’  ^ -f-l 
2 x^Atullm  n)  -f-  Bnlu  -fCM{lm  +n)-f  E«‘^  -|-/ 
'■  •'  An'C -f  2Cnln -f- Fa’ 


in  coi , per  la  condizione  del  conlatio  , dev'  essere  il  quadralo  tiella  mefà 
del  coelTicicnle  del  2.  lermlne  egualo  ali  ultimo  termino  . Prordlandu 
quindi  di  questa  relazione  si  ha  immanlinenle  Ira  I ed  h i equazione 
' ' <■  , 

^Afn  ( tra  n ) -f-  Baia  -f-  Cu  ( <m  n ) -f-£’^  s= 

^A  (im  -f  n Du*^  ^An’i’  -f-  2Cn<n-f-FM'^ 

* • * • V 

la  quale  apparterrà  in  conseguenza  alla  locale  cercala  . K poiché  dopo  i 
, convenienti  sviluppi , c dopo  aver  cancellato  i termini , che  scaòibievol- 
_ mento  ^i  distruggono  col  faltoro  u’  comune  a'  tomiini  che  restano  . 
qqest'  equazione  si  riduco  qd 


U*(E’— FD)H-2«^(/m-|-n)(CE— BF)-j-t«(BE-DC)^  +| 
_ AD)  + (Un  + n )’  (C*  — AF)  -f  2 In  (im  + o)  ( AE  - BC  ) j 


= o(B') 


/ 


Digitized  by  Google 


Bc  risulla  , ch«  la  localo  richieala  sia  un'  altra  cnrra  ili  2.  onlinn  ; il  che 
earrùponJe  alta  prima  ■parte  del  nostro  teorema. 

Attualmente  ae  prese  per  curva  date  (A] , o la  locale  trovata  (B')  , 
ritenuta  sempre  la  prima  come  direttrice  de'  poli , si  cercasse  T e<iaaziono 
della  seziope  conica  luogo  de'  poli  delle  rette , che  toccano  (B') , dovrebbe, 
pome  si  è sopra  praticato , combinarsi  l’ equazione  (B*)  coll'  equaziona 
di  u na  retta  parìforme  ad  (o) . Poiché  dunque  (B'  ) è sorta  dall'  aver  com- 
tiinato  [B)  con  (a)  , è chiaro  che  volendo , dietro  le  medeaime  coadizieni 
di  ecntatto  , pombinare  (B'  } con  (a)  debba  ritumarss  esattamente  io  (B) . 
V ale  a dire  la  lucale  che  ora  cerchiamo  ò la  stessa  curva  (B)  data  dap- 
prima,. E perciò  le  tre  curve  fA) , (B) , (B')  han  tal  nesso  tra  loro , che 
essendo  ('A)  la  direttrice  dei  poli , mentre  (B  ] è il  luogo  dei  poli  delle 
rette  , che  toccano  (B)  , viceversa  (B)  è il  luogo  dei  poli  delle  retto  , che 
toccano  (BV*  riproduce  la  eeeonda  parte  del  teorema  . 

Accenneremo  qui  di  passaggio  , che  lo  stesso  metodo  può  valore  ad 
estendere  queste  ricerche  alle  curve  di  ordine  stq>eriore  ; ed  alle  curve  , 
r superficie  nello  spazio  ; ma  di  questi  argomenti  ci  risorbiainu  a tratlar 
fti  propo  sito  io  altra  occasione  . 
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TEOREMI 

S V L L B 

SEZIONI  CONICHE 

(ITILI  ALLA  BUOll'BiONB  DI  DIFFICILI  MOBLEBI 

dimoslrati 


NICOLA  TRUDl 
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Al  CHIARISeiMO  PROF.  CAV.  FLAUTI. 


Ritpeiiahiliiiimo  tig.  cavaliere  ^ \ 


Il  lusinghiero  compatimento  col  quale  avete  accolto 
il  mio  lavoro  sulle  polari  coniche  reciproche  , fino  ad 
adoperarvi  perchè  comparisse  in  pubblico  , mi  dà  ce*» 
raggio  a sottoporvi  gli  altri  lavori  , che  vi  accennai  in 
quel  rincontro.  Di  essi  il  presente  contiene  diversi  teo<» 
remi  sulle  curve  coniche  parte  nuovi,  e parte  già  cono- 
sciuti , e che  di  grandissima  utilità  riescono  nelle  riso- 
luzioni di  difficili  problemi  geometrici,  sia  che  trattinsi 
col  metodo  puro  algebrico  , sia  coll’  antica  analisi . £ 
|)er  darne  qualche  pruova  ne  reco  tre  esempj  , de’  qua- 
li il  primo  riguarda  una  soluzione  interamente  nuova 
del  famoso  problema  di  Cramer  esteso  alle  curve  co- 
niche f r altro  mostra  come  regga  benanche  per  tali 
curve  queir  Importante  lemma  , che  pel  solo  caso  dei 
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cerchio  rilevasi  dalla  proposizione  cxvn  delle  CoUe-^ 
zioni  Matematiche  di  Pappo  . E nel  terzo  esempio 
osserverete  una  dimostrazione  di  quell’insigne  proprietà 
delle  curve  coniche  conosciuta  col  nome  di  esagono 
mistico  di  Pascal , che  deriva  per  immediata  conse- 
guenza da  taluno  di  essi  teoremi  . Ma  sul  primo  , e 
secondo  argomento  dovrò  ritornare  in  altri  geometfici 
lavori  , che  vi  presenterò  appeni^  mi  sarà  permesso  or-: 
dinari!  alla  megUo . 

Gradite  le  riproteste  della  riconoscenza,  che  vi  deb- 
bo per  tanti  titoli  , e del  «incero  rispetto  , con  cui  n^i 
ri^to.  ; . 


Napoli  20  marzo  1839. 


Yotlro  oiihgatist.  servo 
Nicoli  Tmot 
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Il  punto  iF  incontro  di  due  corde  di  una  curva  co- 
pica  , e quelli  de’  concorsi  delle  tangenti  ne’  loro  e- 
strepai , sono  allogali  in  una  retta, 

Di*.  Siene  BD  , CE  due  corde  qnainnqne  di  nna  curva  co<  flg,  1. 

Dica  , A il  punto  io  cui  a’  incontrano,  ed  K , K i ponti  di  con» 
corso  delle  tangenti  in  B , C ; D , E. 

Frodocanai  lo  tangenti  de'  ponti  B , P , Gnchò  a’  iucontrì» 

DO  in  F ; e 0no  a G le  altre  de’  punti  C , E . Sieoo  inoltre  di- 
notali con  b , d , e , c i semidiametri  rìspetthamente  paralleli  / 

^le  tangenti  ip  B,  D,  £,  C.  Ciò  premesso  lirinsi  le  HN  , HM 
parallele  alle  KD  , KE  ; si  avii  CG  : GE  ::  CH  ; HM  . Ma  sta 
CG  : GE  ::  c : e;  atarò  perciò  CH  : HM  ::  c : e.  Avendosi  dun- 
que GII  : BH  c : & , risulteii  HM  : BH  ::  e : i ; e per  es- 

sere HN  : BH  ;;  DF  : FB  , ossia  i , si  rileverò  HM  : NH 
::  e : d,  cioè  ::  KE  : KP  . Quindi  le  PE  , NM  saranno  paral- 
lele ; e la  ragione  di  queste  due  rette  sarò  perciò  egu.ale  tanto 
a qnclla  di  KE  : HM  , quanto  all’  altra  di  EÀ  : AM  . In  con- 
seguenza queste  due  ultime  ra^oni  saranno  benanche  eguali  ; 
ed  essendo  KE  parallela  ad  HM  , i tre  punti  A , H , K dovranno 
star  per  dritto  (*). 


(*]  NeUa  parabola  le  ragioni  de'  semidiametri  sono  rimpiazzale  da  quelle 
da'  parametri  de’  diametri  pe'  contatti . 
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JrrXHTIMBltTO. 

Quest'  importante  teorema  , che  tra  poco  vedremo  fecondo 
di  molte  utili  verith  , contenevaai  in  parte  ue'  Conici  di  Apollo- 
' DÌO  , d’  onde  forse  lo  avranno  dedotto  i più  accurati  trattatisti 
delle  proprietà  di  tali  cune»  Ma  neppure  vedesi  in  questi  espo- 
sto sotto  forma  abbastanza  generale  , e da  convenire  ad  ogni 
caso.  Più  compiuto  però  ei  si  ravvisa  ne’  Conici  del  de  la  Hìre. 
ma  per  riguardo  al  cerchio  solo  : e trovasi  poi  esteso  alle 
altre  curve  coniche  , benché  sotto  diversa  forma  , tra  le  sei  qui- 
stioni  proposte  da  un  distinto  giovane  matematico  siciliano  Rug^ 
gicro  di  Ventimiglia  (*)  . Intanto  senza  tener  noi  presente  tutto 

' (V  Non  dovrà  cerUmeotc  riescir  dUcaro  a'  aostrì  concittadini , che 
a questo  proposito]  si  ricordi  loro  il  nome  di  il  distinto  giovane  geo- 
metra , aflatto  dùneoUcsto  nella  storia  detto  Matematiche  , del  pari  che 
U libro  da  lui  prodotto , e ciò  che  vi  diede  oceaaioae  . 

Aveva  il  Yiviaoi  proposti  a riaolverc , per  esercitare  i geometri  , do- 
dici problemi  sul  triangolo  . parte  antichi , e parie  nuovi',  o non  vo- 
lendo egli  rooatrarai , li  aveva  pubblicati  con  l’ epigrafe  di  jromctra  posi 
loàslam  (ofras  . Eaai  eran  rimasti  per  ben  quùufici  anni  senza  alcuna  ri- 
sposta , Gnchè  il  giovinetto  ticiliaoo  , di  appena  90  anni  .Ruggiero  di 
Ventimiglia  , della  nobilissima  famiglia  de'  marchesi  di  Oerace  , non  gli 
avesso  risoluti , riducendoji  a soli  sei  , e pubblicati  nei  1690  , dando 
a questa  sua  risposta  il  titolo  di  SphìHX  gtometra  , illudeodo  alla  Sfin- 
ge di  Edipo  . Dopo  ciò  egli  volle  a sua  posta  riproporne  un  altro  col 
titolo  I/'Mum  ad  Omnts  ; e do[io  altri  tre  anni , non  vedendolo  risoluto, 
nuovamente  il  ripropose , aggiugnendovi  sei  altri  quesiti  con  l’ epigrafe 
Geomeiram  qnatn , de’  quali  il  primo  era  coti  enuncisto  : Duabiu  rr- 
efis  coatije$tlUm4  eirtvlum  , conieamvt  aut  opfotUat , tt  a 

ctHctactìbtu  , ptr  òiiu>  ptrimttri  pimela  daclti  qnatuor  nctU  se  ss  ds* 
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ciò  , ohe  dopo  ci  h stato  diaotato , arrertiremo,  che  siffatta  ele- 
gaote  proprìeU  delle  curve  coaiche  si  è a noi  presenUta,  come 
BMstreremo  in  luogo  opportuno,  dal  considerare  sui  noto  teorema 
trigonometrico  , che  : in  ogni  triangolo  la  loptma  di  due  lati  sta 
mila  loro  differenza  , come  la  tangente  della  semieomma  degli  an- 
goli alla  tate  sta  olla  tangente  della  loro  tenndifferenza  . Ma 
senza  pretendere  di  darlo  perciò  come  nuovo  , faremo  solo  av- 
vertire , che  la  dimostrazione  congegnatavi  sia  applicabile  ad 
ogni  caso  , ed  è poggiata  sopra  un’  ovvia  proprietà  deHc  sezio- 
ni coniche  . 

CottSMOVtieU  PMt  rUttKTS  TBOMEmA, 

. I.“  Si  coDgiungano  le  BE , DC  5 il  punto  S di  loro  intcrse- 
zione  d»)vrà  benanche  star  per  dritto  co’  punti  H , K . Quindi  i 
quattro  punti  A , H , S , K staranno  tutti  ù)  linea  retta. 


ruisantibu*  extra  pennutnim , in  aliis  dvobus  jamctw  , ;v«i«  juHganlnr 
retta  , àteo  hane  trantituram  tue  per  puncivm  ubi  conlingenlet  oeeur- 
runt.  triti  nm  oeeurrant,  iitdtm  fort  paratletam  ; il  quale  come  ve- 
disi corrisponde  al  nostro  teorema  fandanuntalt  ; ma  ben  diversa  a'  ò 
la  dimostrazione  da  noi  data,  da  quella  che  ne  esibiremo  i rispondito- 
ri a que'  quesiU  , Saccherio,  e Giovanni  Cova  geometri  rinomali  por 
i|ue  tempi , come  può  vedersi  nella  seoooda  edizione  , che  fu  pubbli- 
cata della  Spkinx  Geometra  io  Parma  nel  tC9i  . Ed  à maraviglioso, 
die  di  qpesto  libro  per  ben  due  volte  stampato  io  Italia  , in  un  secolo 
fecoodo  u'  ingegni , e citato  con  lode  dal  Grandi , del  pari  che  del  suo 
principali  autore  . nella  sua  Ceomeirtea  dixinaiio  Yitiantorum  problema. 
fu»,  alcuna  menzione  non  trovisi  fatto  non  solo  dagb  storici  delle  Ma- 
tematiche . ma  nò  tampoco  dal  Fabroni  nella  vita  del  Vivianj. 
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II. *  Si  ooiscanD  le  BC  , DE  , e sì  producano  finché  s’incob- 
trino  in  1 ; aaclHi  i quailro  punii  I , F , S , G dorranno  trorar> 
si  per  drillo  ; c però  le  quattro  rette  BE  , DC  j liK  , FG  s'  in-’ 
terscgano  in  un  sol  punto. 

III. *  Essendo  1 punti  F , G poli  (*)  delle  BD  , CE  ; saré  FG 
po’are  del  punto  A > Così  pure  llK  sarà  polare  del  punto  1.- 
Quindi  il  punto  S,  ore  s' iutersegano  le  due  polari , sarà  il  polo 
della  retta  , che  passa  po'  punti  A , I. 

IV . *  Suppongasi  fisso  il  punto  S , 'variaitdo  comunque  la  po- 
sizione delle  BD  , CE  , la  retta  lA  , eh’  è polare  di  tal  punto 
sarà  data  di  sito. 

V. *  Essendo  la  retta  AE  divisa  in  proporzione  armonica  ne’ 
punti  C , V,  c dovendo  ogni  altra  retta  condotta  per  .A  rimane- 
re similmente  divisa  dalle  GC  , GV  ) GE  , ne  segue,  che  la  AK 
sia  pure  annonicamenlc  divisa  nei  punti  H , S* 

(ìtj.  2,  VI.*  Scie  corde  BD  , CE  sien  parallele  , svanirà  il  punto  A,- 
e la  HK  risulterà  parallela  allo  corde  stesse. 

VII.*  In  questo  caso , inoltre  , poiché  la  retta  IS  passa  pe*j  o* 
li  F , G delle  corde  parallele  BD,  CE,  sarà  diametro  della  cur- 
va , e bisecando  le  corde  , bisecherà  pure  la  IIK  nel  punto  S. 

Vili.*  Supponendo  fisso  nel  caso  medesimo  il  punto  S , il 
punto  1 sarà  egualmente  determinalo  . E viceversa  dall'  esser 
dato  il  punto  I sarà  dato  il  punto  S . 

(*J  È da  supporsi,  cha  ormai  sieno  abbastanza  eomniti  le  notiooi  su'  po'* 
li , e sulle  polari  nella  dottrina  de'  cooici  , di  cui  trovasi  già  detto  quanto 
basta  nelle  note  aggiunte  dal  prof.  Flauti  al  trattolo  anofttveo  dsUs  Sisieo» 
Conicàa  iti  Ftrgola  i ed  in  altra  DMUioria  da  noi  pubblicata  sulle  pt- 
iart  renicàs  ritipntkt  < 
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IX.*  Finalmculc  essendo  HK  polare  del  punìo  1 , il  ]innlo  S 
'vrì  per  )H)lare  la  parallela  condotta  per  I alla  stessa  IIK . 

. Intanto  osservando  ebe  la  Pij^tira  BDEC  sia  un  quadrilatero  i- 
•critlo  nella  curva  , del  quale  BK,  CU  sono  le  diagonali,  A , 1 i 
punti  di  concorso  do’snoi  lati  opposti,  ed  II,  F,  K,  G i poli  de’ 
iati  BC,  BD,  DE,  EC  rispottivamentc  (*);  ed  osservando  inoltre 
che  la  figura  HFKG  sia  il  corrispondente  quadrilatero  circo^ 
scritto  , le  Gonseguenie  qui  rilevate  sommiBistreranno  i seguenti 
teoremi . 

I. 

H punto  di  concorto  di  due  lati  opposti  di  un  quadrdatero  i- 
tcritto  , I poli  dei  rimanenti  due  lati  , e T intersezione  delle  diago- 
nali tono  in  linea  retta  . 


(*)  SUTalto  quadrilàtero  Iscritto  risultando  dal  coogiungere  due  a due 
quattro  punti  presi  sulla  curva , può  ancho  prender  la  forma  , che 
vedosi  nella  figura  3 ; e quindi  il  punto  A , concorso  delle  DB  , £G 
non  più  esistere  nel  prolaiqiamento  di  duecongiungenti  opposte  , ed  al  di 
fuori  della  curva  ; ma  siblwoo  di  due  congiungenti  trasversali , e dentro 
della  curva  medesima  . Non  però  rimarranno  alterate  le  proposizioni  di 
sopra  stabilito  : sicché  essendo  f polo  di  DB  , G polo  di  CE  , ed  S il 
punto  in  cui  s' incontrano  le  OC  , EB  , i tre  punti  F , 3 , G staranno  per 
dritto  . inaieme  col  punto  I concorso  de'  lati  CB  , DE  ; e cosi  pure  slaran 
per  dritto  i quattro  punti  A , H , S , K . A tal  pnq>osito  conviene  av- 
vertire . che  per  una  figura  iscritta  di  M lati  debba  anclie  inlemlersi 

in  generale  qualunque  %ure , che  Risulta  dal  coogiungere  ciascuno  de- 
gli m ponti , presi  sol  perimetro  della  curva  v una  sol  volta  con  due 
qualunque  tra  di  eiai  punti  , fino  a che  siano  esauriti  i punti  mo- 

(losimi . Cosi  per  eaempio  la  Gg.  A.  oflre  una  figura  iscritta  di  cin^ 

qoe  lati  ai , òe  , ed,  de  , ea , risultante  dal  coogiungere , come  si  ò 
detto  , tra  loro  , ì cinque  punti  a , i , e t d , e. 
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II. 

Le  diagonali  de'  tpiadrtlalerx  itcrtUi,  e ctrcoscridi  s’ inlerttgana 
in  un  sol  piallo. 

ni. 

La  retta  , che  passa  pe'  punti  di  concorso  de'  lati  opposti  da' 
quadrilateri  iscritti  , i la  polare  del  punto  <f  incontro  delle  dia- 
gonali . 

IV. 

Se  le  diagonali  di  un  quadrilatero  iscritto  s'  intereegano  in  ùn 
punto  fisso  , i lati  opposti  converranno  due  a due  sopra  una  rct-  • 
ta  di  silo  , polare  di  quel  punto. 

V. 


Se  due  de'  tati  opposti  di  un  quadrilatero  iscritto  eorwengano  in 
impunto  fisso  , le  sue  diagonali  s' interse gheranno  sopra  uiui  ret- 
ta di  sito  , polare  di  quel  punto. 


VI. 


La  retta  , che  passa  pe'  poli  di  due  lati  opposti  di  un  quadri- 
latero iscritto  , pel  punto  di  concorso  degli  altri  due  lati  , c pel 
punto  d'intersezione  delle  diagonali , rimane  in  questi  quattro  pun- 
ti armonicamente  divisa  . 

vu. 


AV  quadrilateri  iscritti  a lati  paralleli , la  congiungcnte  de’po- 
li  de'  lati  com'ergenti  , maitre  è parallela  a'  lati  paralleli^  rimaiui 
divisa  per  metà  nel  punto  d'  incontro  delle  diagonali. 

vai. 

AV  quadrilateri  isai'tti  a'  lati  paralleli  , la  retta  che  passa  pel 
punto  d'inconti'o  de'lati  convergenti , c per  V intersezione  delle  dia- 
gonali , è un  diametro  della  curva. 

IX. 

Se  le  diagonali  di  un  quadrilatero  a lati  paralleli  s intersegano 
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IH  un  }>unto  fino,  { tali  convergenti  converranno  pure  ad  un  punto 
fisso  : e viceyersa . 

x'.  " 

Jl  punto  (f  incontro  de  lati  convergenti  di  un  quadrilatero 
a iati  paralleli  ha  per  polare  la  congiungenle  de'  poli  de’  lati  mè- 
dcsóiii. 

XI. 

La  polare  del  punto  tf  intersezione  delle  diagonali  di  un  qua- 
drilatero a lati  paralleli  è la  parallela  a lati  medesimi  , condotta 
dal  punto  di  incontro  de’  lati  convergenti. 

Oltre  a tpiestc  rcrith  altre  non  meno  interessanti  potrebbero 
dedursi  dallesposto  teorema  fondamcolale  ; ma  noi  abbiamo  ac- 
cennate quelle  , di  cui  avremo  bisogno  nelle  ricerche  delle  quali 
ci  occupiamo  . Della  sua  importanza  , ed  utilità  faranno  però 
miglior  prova  altri  argomenti  che  in  appresso  trattaremo  , a- 
veodoci  con  esso  afierta  la  strada  a tentar  talune  quistioni  rico- 
nosciute generalmente  di  massima  dìfiicollà  . Inoltre  è a notarsi 
come  ne  discendano  intuitivamente  laute  conseguenze  corri- 
spondenti a verità  parte  nuove  , parte  conosciute  , e che  distin- 
ti geometri  sonosi  impegnati  a dimostrare  separatamente  ; di  che 
fan  fede  i vaij  articoli  sparsi  negli  Annali  matematici  pubbli- 
cali dal  sig.  Gergonne. 

2.°  Passeremo  iolauto  a dare  della  verità  esposta  poc’  anzi 
Bo’  analitica  dimostrazloue. 

Si  riferisca  la  curva  a due  assi  1’  un  de’  quali  sia  il  diametro 
che  passa  pel  punto  , in  coi  s’ incontrano  le  due  corde  , e l’ al- 
tro la  parallela  coadolta  pel  punto  medcs'uno  alla  tangente  nel 
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suo  Tertìce.-Potrii  cosi , reqoazioBe  della  cura  essere  rappro- 
sentata  dalla  formosa 

s mx’ 4- 2fu; -4*  s (1) 

e quella  della  taogente  in  nn  ponto  ( ^'>/'  ) del  sito  perimetro 
sarà  in  consegoenza  espressa  da 

yy'  = mxx'  4-  «(  x + *'  ) + a (2) 

Or  si  chiamino  z , v ; 3',  v'  le  coordinate  delle  estremità  di  nna 
delle  corde;  e ( , u ; t',  w'  quelle  delle  estremità  dell’  altra  : le 
equazioni  di  tali  corde  saranno  respettivamente 

y = 7 = -^ (4) 

Eliminando  tra  (1) , e (3)  una  volta  la  ^ , ed  una  volta  la  x , 
avremo  due  equazioni  di  secondo  grado  ; la  prima  delle  quali 
avrà  per  radici  3 , s' , V altra  v , t/.  Essendo  dunque  i coeffi- 
cienti de’  secondi  termini  di  queste  equazioni  dinotati  l’ uno  da 

— '■ . , Taltro  da  — "■■^***  ■ , si  otterrsono  , com’ è noto 

dagli  Elementi  di  Analisi  algebrica 

a«3’ 

34-*'  = 


» 4"  f ^ = ' 


v'—mz’  ' ' e'— .•nz» 

Osile  quali , dopo  le  riduzioni  nascenti  dall’  equazione 
t>’  s=  ma’  2»I3  4"  * ? 
che  re^e  in  virth  della  (1)  1 si  ricaverà 


t/= 


ani  -f  f ' ani  4.  j 

Comliinando  tra  loro  nel  modo  stesso  1’  equazione  (1) , con  la 
(4) , rileveremo 


<'s= 


— st 

ini  4-  r 


« = ■ 


anf  4-  s 


(6) 
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Ciò  premesso  esprìmansì  per  ( x"  ,y'  ),  (x'"  , y"  ) i due 
punti  di  concorso  delle  tangenti  ; dovranno  per  la  (2)  verificar- 
si le  quattro  equazioni 

/V  = ìtux"  + n(t  +x")-+J 
y'u  s=  mue”  -f-  »(<  x")  s 

y"v'  = n(z'  4-  *"')  4-  r 

yf'u'  >9  mt'x'"  4-  n(t'  4-  x'")  4*  * • 
iiC  prime  due  daranno 


e le  altre  due 


x"  = —Ka‘  — t^)  — s{tt~y) 
m(*«  — tv)  -J.  «(«  — v) 

„ _ (»»  — "•)  (»'  — < ) 

^ ra(a»  — li')  4-  n(u  — v) 


(7) 


miyu'  — tV')  -J-  n(«'  — /) 


ed 


y’"  :s 


(ms  — B’)  (y  — tT) 


m{z’u'  — t'»»')  4-  b(o'  — v') 
ovvero  , sostituendo  a s',  u',  v'  ; i loro  valori  assegnali  in 

(5),  e (6), 

x"'z=  »<«<—  /e)  4- J-*(u  — k) 

(fljj  2fl*)  (zìi  — !«') /u(«  — p) 


ed 


_ ”•)  (»  — 0 

(nu  — a»*)  (*u  — tv)  — nt(ii  — v) 


(8)- 


intanto  la  retta  , che  passa  pe’  punti  (*" , y") , ( x"',  y")  a* 
vendo  per  equazione 

v"  — y"' 

J J f if  \ 

y~~y  ) 
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pel  caso  di  ^ 0 , da 

r"x"'—x"y" 

c rìmjiiazzando  per  x" , y"  ; x"\  y'"  i loro  valori  determi- 
nati in  (7) , e (8) , avremo  immanlinenti  la  seguente  espres- 
sione 

(*  — »)(  mj  — n*  ( iM  — ns  ) ( :m  — le  ) -}-  ( •*  — I*  ) ( « — e 
( * — I ) (mi  — n’  ] ^2[  mi  — n'  ) ( sa  — le  ) •+  ( ni  — ns  ) ( u — v 
espressione  , clic  rìducesi  ad 


0 

X = ■ I 3T  0 

2(  mi  — n'  ) ( MS  — iv  ) 

Donde  rilevasi,  che  la  retta  che  passa  pe’  concorsi  delle  tangen- 
ti passa  benanche  per  1’  origine  delle  ascisse  , cioè  pel  punto  in 
coi  s’ inconL-ano  le  due  corde. 


, OssenvÀttosB. 

Il  semplice  confronto  di  questa  dimostrazione  puramente  al- 
gebrica , con  quella  geometrica  , che  ne  fu  preccdcntcmeute  esi- 
bita , basterà  a far  rilevare  quanto  questa  a quella  prevalga  in 
chiarezza  c brevità  . Potrebbe  forse  , guardandosi  la  quistione 
sott'  altro  punto  dì  vista  , congegnarsele  qualche  dimostrazione 
nicn  complessa  : ma  comunque  possa  rendersi  semplice  non  sa- 
rà mai  da  preferirsi  a quella  geometrica  . Al  che  aggiugneremo 
non  potersi  da’  rìsultamenti  analitici  , cui  con  quel  metodo  siam 
pervenuti  , dedurre  alcuna  delle  conseguenze  che  intuitivamente 
abbiamo  rilevate  dalla  dimostrazione  geometrica,  per  ognuna  del- 
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le  quali  occorrerebbe  nna  noora  dimostraziooe.  Finabneote  deve 
ossenarsi,  che  il  teorema  di  cui  trattasi,  poteva  solamente  da 
geometriche  considerazioni  derivare  ; nè  pare  che  alcuno  , sen- 
za conoscerlo,  avesse  mai  potuto  ravvisarlo  traformole  algebri- 
che risultanti  da  qualsivoglia  calcolazione  . 

3.°  Abbiamo  finora  considerato  un  quadrilatero  iscritto  in  una 
curva  conica  , e le  proprietà  , che  olirono  le  sue  diverse  parti  : 
considereremo  ora  un  secondo  quadrilatero  iscrìtto  nella  me- 
desima, avente  un  Iato  comune  col  primo  . Sia  questo  il  qua- 
dritatero  iscrìtto  El)£c  * , che  abbia  il  lato  Db  comnoc  con  * py.  5. 
EDBC  . Congiunti  i vertici  op|>osli  di  questi  due  quadrilateri 
colle  rette  Cò,  He  , risulterà  un  terzo  quadrilatero  , che  diremo 
quadrilatero  riiullantt , del  quale  chiameremo  luti  ojtposti  al  la- 
to comune  i lati  , Bc  : e semplicetncute  lati  opposti  i rima- 
nenti CB , ci . 

Ciò  premesso  sieno  A , a i punti  di  concorso  del  lati  opposti 
dei  primi  due  qiiadrilalcrì  sni  lato  comnne  , S , s le  intersezioni 
delle  rispettivo  diagonali  , li , /<  i poli  di  BC  , bc  , lati  opposti 
del  quadrilatero  risultante,  c K jxilo  del  lato  comune  Divi  quat- 
tro punti  A , II  , S , K staran  per  dritto,  al  pari  degli  altri  a , 

/i  , s,  K , e ciascuna  delle  rette  AK  , oK  rimarrà  armonicamen- 
te divisa  in  quei  quattro  punti  . Le  congiungcnti  adunque  An  , 

HA  , S/  dovran  concorrere  in  un  medesimo  punto  , se  pur  non 
sieno  tra  loro  parallele.  Intanto  sia  u'  il  punto  di  concorso  di  Cò, 

Bc  , lati  del  quadrilatero  risultonte  op|K>8ti  al  lato  comune,  ed 
*'  il  punto  d'intersezione  delle  sue  diagonali  ; anche  i quattro 
punti  fi',  A,  Il  staranno  in  linea  retta.  Or  si  tirinole  RM,Ac' 

|!.vllcle  ad  HC  , e Km  parallela  ad  A/<  ; avremo  le  tre  analogie 
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Ka  : 

a A ; 

Km  1 

■bh 

(•'» 

KA 

: AH: 

KM: 

:HC 

CO 

Ha': 

:o'A  : 

HC 

; Ac' 

(3) 

Inoltre  sia  k jxilo  di  , ed  R il  puolo  in  cui  s’  iDCuotraiio  le 
Db  , KC  ; i ponti  K , R , A:  staranno  in  linea  reità  ; e perciò  es- 
sendo KM  parallela  a CA  , e Km  parallela  a Kb  , risulterà  Mm 
parallela  a Cb,  ossia  a Ae'. Quindi  sì  avrà  Km  : bh  ::  KM  : hf  , 
ovvero  Km  ; bh  ::  ( KM  ; HC)(  HC  : Ac*  ).  E sostìUicndo  a que- 
ste Ire  ragioni  le  loro  eguali  espresse  Odile  analogìe  (1),  (*2),  e 
(3 ) , oUcrremo 

Ko  : «A  = ( KA  : AH  ) ( Ha'  : o'A  ) 

dalla  quale  rilevasi,  che  i tre  punti  A , a , a'  debbano  star  per 

dritto  ( V.  Flauti  geom.  di  sito  , noia  alla  pro/i.  lxi.  9.  J . 

Val  quando  dire  le  quattro  rette  Aa  , CA  , HA  , Bc  concurruii 
tutte  in  a'  ; ma  si  è detto  , che  Aa  , HA  , Ss  concorrcvanii 

pure  in  un  punto  ; dunque  anche  la  Ss  converrà  colle  altre  nel 

medesimo  punto  a'.  In  conseguenza  di  che  avremo  il  seguente 

T E 0 It  K M A 12.’ 

Se  due  quadrilateri  iscritti  hanno  un  lato  comune  , concorre- 
ranno  in  un  sol  punto  le  seguenti  cinque  rette  , cioè 

1.  retta  — La  congiungente  delle  intersezioni  delle  rispetti- 
re  diagonali  . 

‘2.  retta  — La  congiungente  de' punti  di  concorso  dei  loro  lati 
opposti  giacenti  sul  lato  comune. 

3.  retta  — La  congiungente  dei  poli  dei  lati  opposti  del  qua- 
drilatero risultante. 

4.  , c 5.  retta  — E finalmente  i due  lati  del  quadrilatero 
islesso  opposti  al  lato  comune  , 
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'COKOBLdKIO  /.* 

U."  Se  assuinaèi  DC  Iato  comune  de’  due  quadrilalci't  '' 
BCEd,BC^c,  le  cinque  rette  che  dcggion  concorrere  in  un  jHinto, 
saranno  Ec  , KA  , DA  , S/  , \a' , e sarebbe  a il  punto  di  con- 
corso . Ed  assumendo  poi  Ac  come  lato  comune  dei  due  qnadri- 
ialerì  cACB  , cADE  , le  cinque  rette  saranno  rappresentate  dalle 
DB  , KU  , EG  ss',  a' a , e tutte  concorrerebbero  nel  punto  A< 

C 0 a oi'i  a « I 0 9.' 

b.'  Suppongasi  che  i laU  opposti  di  uno  de’  due  quadrìlaUv- 
ri' sol  lato  comune  sian  tra  loro  paralleli  , ( come  nel  qua- 
drilatero EDBC  ) ; sranendo  in  tal  caso  il  pAnto  A , la  oa' 
dorrà  risultar  parallela  a quei  lati  paralleli . E se  contempora- 
neamente anche  1’  altro  quadrilatero  EDAc  abbia  paralleli  i suoi 
lati  sul  lato  comune  *,  s Tenendo  il  punto  a , svanirà  con  esso  il 
punto  af  . Val  quanto  dire  i lati  CA  , Bc  dei  quadrilatero  risul- 
tante ojjqxwti  al  lato  comune  saranno  esiandio  paralleli  tra  loro  , 
e paralleli  alle  Ss  , HA.  D*  onde  ricuTasi  il  seguente  clegaa- 
tissìmo 

Tg0MSMJ  /J*. 

Se  da  due  putiti  (Dì  E)  del  perimetro  di  tuta  Cutva  eoni^ 
ca  si  coiiducano  comunque  due  coppie  di  corde  parallele  ( DB  , 
EC  ; Dii , Ec)  , le  congiung^eti  deUe  loro  estremtà  opposi* 

C Bc  ì C6  J rindteranno  benanche  parallele. 

Ala  di  questa  importanle  reriUi , di  coi  occorre  sovente  far 


•flg.  6. 


*(ig.7. 
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uso  o nc  sark  ilata  in  opportuna  occasione  altra  breve  , diretta, 
e semplice  dimostrazione  (*)  . 

G.’Percbb  Intanto  si  vegga  con  qualche  esempio  qual  oso  van- 
taggioso possa  farsi  , nell’  apalisi  de’  problemi  delle  veiilà  qu'i 
sopra  esposte  , ci  fiiremo  in  primo  luogo  a mostrare  come  dal 
teorema  12.  , possa  ricavarsi  un’  immediata  novella  soluzione  del 
notissimo  problema  di  ; ifa-ivcre  in  una  4ata  curva  conica  un 
triangolo  , i di  età  lati  flautino  per  Ire  punti  dati  . Ed  in  vero  ri- 
flettendo che  ne’  tre  quadrilatcrì  EDBC  , EDic  , BCic  le  sei 
diagonali  formano  tre  a tre  due  triangoli  iscritti  DCc  , EBi , 

■ di  cui  lati  passano  pei  punti  S , r , a' , se  suppongasi  che  sìf- 
btti  punti  sian  dati  , i Ire  punti  A , a , a'  dovran  trovarsi  so- 
pra tre  rette  date  di  sito  , polari  rispettive  dei  punti  medesi- 
* Ifor.ir.  mi  * . Ma  que’tre  punti  deggiono  pur  trovarsi  rispettivamen- 
te sulle  altre  rette  sa'  , Sa'  , Ss  , anche  date  di  sito  , per  es« 
scr  dati  i punti  a , a' , S ; dunque  i punti  A , <z  , a'  saranno 
dati  : e con  ciò  venendo  ad  esser  date  di  sito  le  rette  AS  , oa  , 
a'»’  , i punti  K , H , A , ove  quelle  rette  s’  incontrano  due  a 
due  saranno  dati.  Quindi  sarà  pur  data  la  posizione  di  ciascuna, 
delle  tangenti  KE  , KD  , HC  , IIB  , he  , hi  \ e poiché  i ponti 
di  contatto  corrispondono  ai  vertici  di  due  triangoli  iscrittibili 
secondo  la  proposta  condizione,  il  problema  rimarrà  risoluto. 
Intanto  su|  riflesso  , che  basti  un  solo  de’  tre  punti  K , 11 , A 

(')  In  una  nostra  memoria  , che  verrà  tra  poco  pubblicata , riguaiv 
dante  il  problema  generale  ieUa  iterùion*  àe'poiigeni  naUi  cture  coniche 
con  date  eondànsni , 
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per  la  effelllva  iacrUìone  del  rìelilcslo  triangolo  , sì  avra  pel  pro- 
blema la  seguente  compoaizione. 

Si  assegnino  le  PP,  jip,  polari  di  due  de'  dati  punti,  S , a , le 
congiungenli  dei  quali  col  terzo  t' le  incontrino  in  A , a.  Si  uni- 
scano le  AS  , ffs  , e dal  punto  K , ove  a’  incontrano  , si  tirino 
le  tangenti  KK  , KD. 

Ciascuno  de'  punti  D , B sarà  il  vertice  di  un  triangolo  che 
risolve  il  problema  > 

OsBÉkPÀtlOHt^ 

Non  pare , che  siesi  presentata  finora  soluzione  più  sempli- 
ce di  un  problema  , che  pel  caso  solo  del  cerchio  ha  travaglia- 
te per  si  lungo  tempo  le  menti  de'  matematici  più  distinti  . In- 
tanto noi  qui  non  ad  altro  fine  l'abbiam  data  , che  come  saggio 
deir  efficacia  del  teorema  più  sopra  esposto  , riserbandoci  di 
tornare  sullo  stesso  argomento  in  altra  memoria  , ove  daremo 
altre  soluzioni,  ed  interamente  diverse,  del  medesimo  problema, 
generalizzandolo  per  qualsivoglia  numero  di  punti  dati , essendo 
la  quassù  recata  applicabile  al  solo  caso  de’  tre  punti. 

Potrebbe  intanto  sembrare  che  siffatta  soluzione  valga  solo 
pel  caso  in  cni  i punti  dati  ai  trovino  dentro  la  curva , mentre 
essi  veggooai  corrispondere  ad  intersezioni  di  diagonali  di  qua- 
drilateri . Ma  riflettendo  che  siffatte  intersezioni  possono  be- 
nanche cadere  al  di  fuori  della  curva  , come  si  è latto  avvertire 
nella  nota  a pag.  9 , ai  vedrà  , che  1'  addotta  soluzione  regga 
sempre  sia  , che  i dati  ponti  stiano  dentro , aia  che  stiano  fuori 
la  curva  . 
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7.'  Per  dare  no  secondo  esempio  dell’  utilità  del  precedente 
teorema  | mostreremo  per  mezzo  di  esso  , che  regga  per  tutto 
le  corvè  coniche  identicamente  come  pel  cerchio, quel  lemma 
che  risulta  dalla  prop.  cxvii.  delle  Collezioni  vMtematichc  di 
Pappo  , e del  quale  seppe  sì  bene  valersi  il  Giordano  per  la 
soluzione  dei  problema  di  Cramer  : e non  esiliamo  a credere 
dover  ciò  recare  grata  sorpresa  a’  geometri  -,  sembrandoci , per 
quanto  è a nostra  conoscenza  , che  questa  proprietà  do'  conici 
non  sia  stata  finora  da  altri  avvertita  . 

* flij.  8.  Sien  dunque  da  due  punti  fissi  A,  B inflesse  a qualunque  pon- 
to C del  perimetro  di  una  curva  conica  le  ÀC,  BC  , che  di  nuovo 
lo  incontrino  in  E , G,  e condotta  da  una  di  questo  intersezioni , 
per  esempio  da  £ la  corda  EF  parallela  ad  AB  , si  tiri  la  FGD. 
Da  quc'  medesimi  punti  s’  inflettano  poi  ad  arbitrio  oltre  due  se- 
canti Are  , B^c  , e si  tiri  l’ altra  corda  r^parallcla  ad  AB  , os- 
sia ad  EF  . Ciò  posto  si  congiungano  le  E^  , rG  , le  quali  s'in- 
contrino in  M : considerando  cE  come  lato  comune  de'due  qua- 
drilateri iscritti  l'ECc,  cE^G  , i tre  punti  M , B , A dovranno 
star  per  dritto  *.  Considerando  poi  la  stessa  cE  come  lato  co- 
mune de’  due  quadrilateri  cT.Tf , cE{/G  , il  primo  de’  quali  ha 
paralleli  i lati  EF,  cf,  il  jmnlo  D,  concorso  delle  GF,  ijf  dovrà 
'r.'l.t.iS.  trovarsi  sulla  AB*.  Essendo  dunque  arbitraria  la  posizione  del- 
le seconde  inflessé  Are  , Jiyc  , nc  risulta  essere  invariabile  il 
punto  D , qualunque  sia  il  loro  sito  . Quindi  si  ha  il  seguroto 

T e 0 n e m A ■/<#”.•  * - ■ 

Se  da  due  punti  A , B dati  nel  piano  di  una  curva  conica 
inflettano  a qualunque  punto  del  tuo  perimetro  le  AC  , BC,  o 
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da  uno  Jei  punii  in  cui  P incontrano  di  bel  nuovo  , per  esempio 
da  E , si  tiri  la  corda  EF  parallela  ad  AB  , la  conijiungcnte 
deir  etlrrmità  F di  questa  corda  coW  altra  inlersezione  G incon- 
trerà la  AB  sempre  in  un  medesimo  punto  D. 

K ciò  basti  per  ora  iotoroo  a questo  argomento  , riserbando-  \ 
ci  di  riprenderlo  in  altra  memoria  , ove  mostreremo  come  tal  vC' 
ritk  si  rileri  facilmente  da  an’  ovvia  proprielk  delle  sexinni  co- 
niebe  , 0 da’ modernissimi  metodi  analitici  ; e come  possa  uill- 
mentc  applicarsi  . 

8.*  Finalmente  per  nn  terzo  esempio  è da  osservarsi , che  la 
figura  DBc  £CóD  sia  un  esagono  iscrtto  , terminato  da’  lati 
DB  , Bc  , cE  , EC  , Cò  , òD  , de’  quali  gli  opposti  sarebbe 
ro  precisamente  DB  con  EC  , Bc  con  CA  , c cE  con  AD  ; e poi- 
eliè  questi  lati  op])osU  concorrono  ne*  tre  punti  A , 
situati  in  linea  retta , ne  segue  . 

T £ 0 M e Mj  15°. 

I punti  di  concorso  de'  lati  opposti  di  un  esagono  iscnilo  in 
una  curva  conica  sono  allogati  in  una  retta  . 

Questa  verità  , che  vedesi  qui  dedotta  per  immediata  conse- 
guenza dei  nostri  principj  è il  celebre  teorema  dovuto  all’  insigne 
Pascal  , a dimostrare  il  quale  sonosì  ingegnati  i più  distìnti  geo- 
metri ; ma  tra  le  altre  è degna  di  attenzione  la  dimostrazio- 
ne congegnatavi  dal  Gergonne  col  metodo  delle  coordinate  nel 
voi.  3.  dei  suoi  Annali  . 


° fig.  5. 

, ( 
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La  storia  del  profale«ià  '(M'(!Vamer^  •■dotta  oèUbrill  ^ 
di  esso  ; per  esMrsi  4<tiigo  nrepo  mostrato  wMb 
sforzi'  di  sommi  geometri  , ed  « o)èio<ii  *i-'è  per 

troppo  ndu  } <ed  '^è^' stata  ancor  non  ‘tta  guati  ripeta* 
U dal  iwtfiro'  *pNd'.  Fhmti  nella  ^pàrte'  delle  Cortsi^ 
dmtzioni'rnApr^rmnma  di  Ini'  ptapbsto  aeli'  aprila 
del  ’ iSSp  /'preseeuiié' aHa  ’Rì'A.  delle  SoieéM  di 
poli  . Noti-  ancór  soào  i’-eoltitatori  della  ^SdoiÉatria , ' 
e dell’  Analisi  moderna  i tentativi  fatti  da  valenlisri* 
mi  ttomini  , doo  a’ Giostri  ^orni’,'  per  la  sblucione  di’ 
qnel  probleoia.eattrin^l  pdiigono  da  iscriversi  nei  cer* 
rbio  Vn  pel  solo  triangolo'  da  iscriverti  in  una  secione’ 
conica  . Air  rcbarioM' dnnqoe  di  oecoparmi  dei  pri- 
mo qneriio  dhipal  piagiMumà  , irovandonii  impegna- 
to àa  nna'rtccitMioriputaia  'difSciliiaima  dall'  Eolero  » 
e da’  più  illustri  matematiri'’dal  Btto  tempo  4 dopo  a-‘ 
ver  'a  qoesta  adempieto  in  modo  da  aver  pototo  meri- 
tare UiseaUnlàaione  de’  nòstri  prioe^b*  geometri  4 mi 
vidi  ; senza  panaenri , spinto  élla  rioerta  più'dU&eUe 


IV  Prefatitme. 

di  sopra  acMÀiùt^',  9 rioooravamì 

lo  stesso  prof,  nautlt  Postomi  allora  sul  cammino  , 
tlo]K>  aver  esaminato  quello,  che  da’  più  distinti  anali- 
sti moderni  erasi  tep|a^.i»^^|UP  sul  problema  dell’ 
iscrizione  di  un  triangolo  ìq  una  curva  conica  colla  ri- 
chiesta condizione  , volli  ancor  io  sperimentarvi  le  mie 
udopwaado  or  f mr  ripiego , or  l’ altro  ,,  che 
la;.'Ge(^aatMa,  q 1'.  AnaUsi  moderna  potevano  sootini-. 

.debbo  tacere  , che  più.  volte  arrestom-  ^ 
mUadl|Booltà  deirimpresa,  dando  per  tal  modo  il  giu-; 
sU}  vigore  iU*.op0ra  4i:Coh>ro,  che  in  aiiatto  argomeii'.. 
t^;ipai,aye«aiip.<pf^dnU>  ;<ed  in  vero  a giudicar  rete. 
tagl^nlS  del  grado,  di  dilGvoldt^di  un  lavoro  altrui  iu, 
iqaj(e<pe*icbes  bisogna,  ben  esa«r visi  provalo . Ajb  pure  • 
lum  ristandomi  dall’  impano nò  .scorag^qdQfni  per. 
l’^cdùttà  difesso,  vidi  finalmente  coronati  i miei  sfor> 
7Ì-d9U’^aver  otteputa>di  quel  pndilema  jùù  di  una  so-^. 

^ siccome  le.  dijBcoltà  superate  sono  pel  nor 
>ujO;ai)tilao  .eccitamentó  « nuovi  più.  difTicili  tenutivi  ^ 
impili  a. ttattare  il  problemageoeralissiino  della  ùc/y-, 
zio^’dti  poligonfi  i»'MÌiai;curvfi  copici  > cfi'  lati  tenr. 
>knlf^  altreUanti  pmdtL^iptì  , «f  : 

-iOr  se  del  primo  preddema  trovava  gli  segnate  altre 
ttac(;c. sanno  abbasunza  ctdoro  che  coltivano  la  sto- 
ria d^le  Matematiche  ^..alcuna  non  esservepe  ancor  per 
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qtieilo';  che  tnzì  sebbene  il'Gergoobe  se  nc  fosse' 
cDinprooMsso/  nel  chiudere  il  suo  lavoro  del  problema 
del  triangolo  da  iscriversi  io  una  curva  conica  ( jfnu' 
vaijVU.an.  1816),  così  esprimendosi  : »>  dans  un 
>♦  proebain  arride  nous  essayerons  d’étendre  nOs  procé- 
>*  dés  aa  furcèi^oe  général , ou  il  s’  agir  soit  d’ inserire 
M à noe  tigne  du  seoond  ordre  un  polìgone  de  m colés 
>»  doni  les  cotés  passent  par  no  méme  nombre  de  points 
M doDods,  soit  ec.  re.  « , pw  tuttavia  tal  sua  promes- 
sa mai  pià  si  vide  adosapiau  ne’  volumi  posteriorf  ^ 
che  durarono  fino  al  i83i  . > 

. Ma  seguentemente  nel  voi.  Vili,  degli  AniwU%à^' 
tari  V a dbiari^o  g^merira  franca  M.  Ponoelet  di- 
rigea  ad  essp  Cergoone , pesr  convincalo  di  aver  tropi' 
po  arditamente  pretHiiuiato  detta  prevalenza  del  meto- 
do a coordinate  sulla  Geometria  , la  costruzione  di 

fpid  pndllema  generale  / tacendc^liene  però  l’ analisi 
t-hé've  lo  aveva  condotto,  e dichiarandogli  poggiar 
•fiiesto  su  principi  nuovi , ed  assoliHameate  di  sua  e^ 
sc  ogitasione  : e ; ^uatiefaò  prevoear  lo  voleste  .a  pro- 
varsi dal  suo  canto  alla  rìsnloziooe  di  un  tal  pròb^ 
i»;  iii;'.  - ’ 1 •KV.C'S^  e>:>esa 

(')  L'«itiMo4ssmtapi)wnMip(i6lcfl8WtiM«aitttm  dlrtMa^ 
ProfèMor  Fb^ , prMMMt  «Ih  totus^OM  del  fnkiéwì*  fenJkummteìi 
iforfca  wwfUvS*  , |«a>btmUa  aes  M fiMf,'  > 


VI 


ma.  coi  luetudi  conosciuti , 1*99  «sitò 
la  dij^'U  r se  non  impossibile  * sii 
coordinaU,f  sia  colla  geooie-tiòn.  4*^  antichi.  Bcfii 
di^che  soggiugoeva  » Toatcs  les  constructions  précé* 
w deoimeut  indiqttccs  sont  princlpalement'dédailes 
w dedenx  tbéorémes  «góoéraox  , dpoltaoas  noasJ>or> 

M neroDS.pour  le  presenta  iaire  coaDaitreréoOacé«  >- 
I due  teoremi  soo  questi  : v ■ ^ ,»  > .1.  < > 

. I.,  t/n  poligono-  variaHle  sia  iscritto  in  una  se- 
sione  conica,  con  tal  legge/ohe  tati'  i suoi  lali^  aUin- 
fuori  di  un  solo  , passino  per  punii  Allato  libe»  • 
ro  sarù  nel  siio  ' mooimeriio  conlinuamenU  tangente 
aA  iu/  alfrs^  sosiono  oogica  , icke  tocca  in. Asse' punti ^ 
la  proposta  i »sq  -v»^  >' 

II.  Un  poligono  variabile  sia  circoscritto  ad  una 
sezione  conica  con  tal  legge  , che  tutt'  i suoi  vertici 
alt  iifuori  di  ua mAo  ^ percorrano  rette  date'  di-sito  j 
A oertice  libero  deseriverù  nel  suo  movimento  un’  al- 
tra sezione  conica  ; taagentei  la  pri^  in-due punii . 

Ma  questi  teoremi  erao  pur  essi  senza  dimostrazione, 
e.  Jbt  loro  vcriU  di^cooveniei)zdbar*4*ntta>^po*^  uel 
merito  del  distinto  geometra  , clic  avcali  rinvenuti  per 
quelle  vie  sue  proprie  alle  quali  i metodi  conosciuti  , 
à'dlf  njèdo  ,*‘iSiffldImènte  poi^ano  ;giugnere^  ! ' 

' IWtanfq,si8^i  jMev|epreaH<  si  vedcaiv  eiievMi  neU 
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la  prBMMa  oMiaorM  ia  varie  gnUe,  or  eoa  T ao  mèto« 
do,  or  c«a,r  akro  ^ e si  vedrà  inoltie,  die  la  dr> 
fottapaa  da'  due  contatti  tra  ia  risultante  locale  e la 
curva  propofia  , noo  sia  esaeaziaUuente.  oec^ssarùi 
poleodo  o non  aver  affatto  laogo  y a avvenir  anche  in 
no  puBloisek» , aecoodo  la 'disposizione  de’  datir 
Ma  ritornando  alla  sdnaiooe  del  problema  generala 
deir  iscrizione  del  poligono  in  una  curva  conica  , de! 
quak  tanto  diffidava  il  FooceleC  potersene  ottener  Io 
saodaiBMito  con  la  Geometria- antica',  o co*  uiefodi 
moderni , dovrà  «caiamentB  rieadr  grato  a’  geometri , 
ed  a Ittieopcattutto , ebe  tien  luogo  tra’  più  distilli 
il.vadare  oame  por  le  pure  vie  geooiairicbe  , 0 analitt- 
che , o per  entrambe  riunite  , mi  sia  venuto  fatto  ' 
.ottenere  di  quei  problema  diverse  soluzioni  semplicis- 
sime , ed  indipendenti  dagli  accennati  teoremi  . Que- 
ste solnzioni  porran  line  all'attuale  mio  lavoro  , in  una 
seguente  Memoria  , destinata  {Étèramente  a tal  proble- 
ma , e con  la  quale  chiuderò  tutte  le  mie  ricerche  geo- 
metriche cui  ha  dato  luogo  il  primo  quesito  del  pro- 
gramma proposto  dal  prof.  Flauti, 

E perchè  veggasi  con  quanto  danno  della  scienza  i 
libri  dei  nostri  antichi  maestri  si  giacciano  dimeatica» 
t!  , e senza  quella  considerazioiie  , e studio  che  meri- 
lutn  da  chi  coltiva  la  Geometria  , basterà  osservare 


ei*er  da  quei  libri  attioto  un  principio  , ch«  tittK  dt 
guida  alle  presenti  ricerche , fondate  sojwa  un  lem- 
ma di  Pappo,  il  quale  benché  rilevato  da  questo  anrìJ 
co  geometra  pel  cerchio  solo  , si  applica  non  per  tan- 
to identicamente  alle  altre  curve  coniche  : alla  qual! 
cosa  è pur  singolare  , come  niuno  di  que*  tanti  che 
Iwn  tentato  di  estendere  il  problema  del  Cramer  a tali 
c^rve  avesse  posto  anoor  mente  . 

Oso  àopo  ciò  lasioganm , che  qoesto  compimento 
da  me  dato  a lavoro  segnato  dal  Pbncelet  prima  di^ 
ogni  altro  , ed  al  quale,  per  qnanto  io  sappia,  par  cbé  ’ 
niente  di  più 'siasi  aggiunto  finora  , possa  meriur 
benigna  accoglienza  da’  moderai  geometri , td  cui  giu- 
disio  il  Sottopongo . ^ c - i 
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tl  LÉMMiV  XXII.  DI  Vkno 

AL  LIBRO  1»  DBLLE  TA210N1 

ESTESO  ALLE  CURVE  CONICHE. 

4 

5.  1 . Dalla  pT6pòtixioiw  csTii  delle  CoUezioiù  malemalichf. 
«h'  Pappo , eh’  è il  pnabUma  si.  del  lib.  VII. , o il  lemma  sui 
del  lib.  L delle  tasiom  n rileva  la  aegueale  coooiciala  venti 
geometrica  : 

>1  Se  dà  doe  pittiti  diti  a^  ittflettano  à quaìaa<]ue  puAto  del 
» pcrimeliD  di  un  eerebio  due  aòcànli , e da  una  delle  altre  io- 
k)  teraexioni  « coadoea  là  còrda  parallela  alla  loro  coDgiuageotc, 
u la  retta  ebe  unisce  la  atn  eatreittitb  coU'’altra  iotersesioue,  s'in- 
M coDtia  Sempre  in  un  meckiaìttio  punto  con  quella  coagiungen* 
te  «.  Or  4 notiatimo  quanta  influenza  questo  lemma  abbia  avuta 
nella  solusiooe  dd  famoso  proMema  di  Craiser  , generalizzato 
benanche  a qualsivoglia  ntimero  di  puOli  { e reca  però  meraviglia 
Come  a coloro  i qoab  ai  non  rivolti  ad  estendere  un  tal  pro^ 
blemà  alle  curve  coniche  , non  aiesi  presentata  V idea  tutta 
semplice  , e nalursle  di  vedere,  #e  la  veriU  contenuta  mi  pre- 
ceote  lemma  reggesse  Imnancbe  per  tali  curve  . Comunque  ei 
aia  , niuD  motto  trovasi  fctto  finora  da  alcuno  di  questa  impor- 
tante proprieU  de'  Conici  <,  e pare  eh’  eata  non  fieri  da  altri  av<- 
Vertita  ; ebe  certaitteute  si  sarebbero  dd  peri  avvertite  immediate 
riduziooi  a piu  trattabili , e facili  problemi , ri  per  quello  ao 
otomto  f cbt  per  altri  affini  ■ Mot  dimque  ci  proponiamo  per 
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primo  o^gcllo  di  mostrare  in  questo  lavoro  die  siffatta  proprio^ 
tà  competa  ad  ogni  altra  curva  di  1 ordine  , siccome  al  cer- 
chio , f mostreremo  con  qualche 'esempio  quanto  utiliqente  essa 
possa  applicarsi  a talune  dillieili  geuinelrìche  ricerche  . 

Uce  intanto  osservarsi  , che  l’ enunciazione  del  lenuna  pel  ca- 
so del  cerchio  può  convertirsi  in  quest’  altra  m Se  due  lati  di 
M un  quadrilatero  variahile  iseritlo  in  un  cerchio  circolino  intor-’ 
M no  a due  punti  fissi  , ed  un  altro  lato  sia  parallelo  alla  loro 
V coDgiungentc  , il  quarto  loto  passerh  sempre  per  un  istesso 
punto  messo  per  dritto  co’  primi  due  n . 

£ prendendo  norma  dy  questa  cmiversioDe , tratteremo  la  ri- 
cerca , propouendoci  il  seguente 

■ 'li 

PnOBLMMdl.  * 

'2.  Itcrivere  in  unti  data  curva  conica  un  yuadrilàtero  , di 
cui  tm  fati  pastino  per  Ire  jninli  B,  B'',  B"  dati  sopra  una  retta, 
c 'I  (piarlo  sia  paraUeto  alla  retta  medesima  . 

fili.  /.  SoLc*.  Sia  VV'V"V"'  il  quadrilatero  cercato  ;,W',  V'V", 
V''  V'"  i lati  sopra  i quali  trovar  si  debbono  respettivamente  i 
tre  punti  dati  B , B"  , o W'"  il  lato  parallelo  a BB' . Ciò 
ppsto  si  prendano  per  assi  la  latente  OY  pareUda  a BB' , 
e 1 diametro  OX  , che  passa  pel  contatto  0 ; paUh  così  dami 
all’  equazione  della  curva  la  forma  generale 

r’  = mx'  -f-  2n*  (*)  (A) 

• T.  . >1  ••  ■ ; ■ 

I • ‘ • • 

^ p Nelle  (liverje  ricerebe  i che  t^ono  sulle  cune,  penie|ie  , ne  WW' 
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% dinolsndo  c6n  h , i',  le  brdioete  de'  Ire  punti  dati , e 
eoo  « le  loro  ascissa  comune,  si  esprìmano  per  ( s,  v ),  (s',  »'), 
(a",  t)")  (*)  , i tre  Tcrtici  del  quadrilatero , V , V',  V"  ; il 
quarto  V''',  cli’è  sul  lato  parallelo  a BB' , sarà  necessariamente 
espresso  da  (V,  — v ) '•  le  equazioni  de’  lati , che  passano  per 

1b  Ì B',  B"  saioMO  in  eonaesueota 

~ - 4-  Ip  • 

r 0 = — ‘-T  ( * 

- jq  ii-uv  1 blu;  e i 

-ai' li»,  «oxmrj.  ^ '■ 

, »h’  :(ìtivy  * “ * u.q  .1-  I"  •' 

•l.  io^r  -> . ■ 'il  ‘t  . 

Passandb  dunque  la  prìmn  .dì  queste  rette  pel  punto  ( a , a ) , 
la  seopnda  per  ( s'%  v"  ) , eia  tana  p«  ( a,  — » ) , si  rikTe- 
raaoo  le  equazioni  ; i n.  l *-  ' 

t — i/ 

t.  — è=s^ ^(s  — a) 

■4.ari,  V • ■ . ^ , 

y a -T-  - ( fl  ) 

‘•=  '■ 


(B) 


u - ^ ' 

■ i • -it-n  ij  • • 


BMMmo  sempre  r eqaaiiooe  sotto  la  Ionia  (A) , cade  abbiano  tutta 
la  possibile  generalità . 

(*)  Inreee  <fi  dire  il  punto , cbe  ha  per  eoordioate  s , t , ci  set* 
vinaio  per  brevità  della  notaaioae  ( s . * ) «ompreodeudo  tra  due 
pareolesi  prima  il  limbolo , cbe  nppreeeuta  f ascissa  , e poi  quello  dei* 
l' ordinata  , divisi  da  ma  virgola. 
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Inoltre  esMteodo  sulla  corra  i tre  ponli  ( a,  v ) , ( s',  tr*  ^ , 
( z",  v”),  ai  avranno  per  easi  tre  equazicuii  pariloniii  %d  (\)  , 
cioè 

v'  ss  ma'  2%s 
v”  as  ma'*  f 2na' 
v"*  = ma"*  + 2ns" 

Le  sei  equatioDÌ  (B),  (C)  esprimono  tolte  le  eoiKlizioni  del  pro- 
blema ; ed  or  fa  d’ uopo  rilevar  da  esse  uq’  eqnatione  ad  una 
sola  incognita , o tali'  al  pib  a (be  incognite  coordinate , sicché 
cosintcndo  il  luogo  geometrico,  ebe  ne  riaiilb  , possa  ottenersi 
dalle  sue  iplerseiioni  colla  curva  proposta  uno  de’  vertici  ignoti 
dei  quadrilatero  . Ci  proporremo  dunque  ad  eliminare  le  a , t>, 
z",  r"  , ricorrendo  all’  uopo  a quegli  artifiaj  , che  sogliono 
eumancmenle  adoperarsi  per  facilitare  i calcoli , e rendwli  piìi 
spedili  . 

Iiicomiociandp  dall’  eliminar  la  v tra  la  prima  delle  (B)  , e la 
prima  delle  (C)  , avremo  la  seguente  equazione  di  2.  grado  in  z 

a(i — /)  (is'— oe') a//(«— a')*  _ _ bz'  — a>^ 

(♦  — y'y  — m{a  — z')’  * ~ (À — e')*— m(a— z^)* 

Essendo  le  radici  di  questa  equazione  rappresentato  da  a,  e a', 
si  avrà  per  le  note  teorie  algebriche 

, s(4  — v')  {bz'  — av')  -f.  vt(a  — a'1* 

(*_/)•  _m(a  — z')* 

> 

d’ onde  , dopo  i convenienti  avdnppi , e dopo  le  riduzioni  na- 
scenti dalla  seconda  delle  (C) , si  rileverh 
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ai'(<Na  + ")  — ai*''  -+■  (^* 
t dalla  prima  d^le  (B)  li  otterrà  quiodi 

x'faM-f*)  + + a(ata  + n)^ 

tz'{ma  ^ «)  — ai»''  (i*  —ma’) 

Combioasdo  nel  modo  «teaao  tra  loro  la  secpuda  delle 
(B)  co|i  la  Ima  delle  (C)  , si  trorerà  (*) 

,,  __  ma')  — aoiV  4.  ano* 

* ^ nj—  aiV^-f-  (/>’’  — aia’) 


Bd  ia  lei  g»>*a  teggonsi  espresse  le  coordinate  de’  Tcrtici  V , 
V"  ia  faationi  di  quelle  del  rertice  V'. 

Or  r ultima  delle  eqaasioai  (B)  dh 


i"  ( s"  — 3 ) -w  t/'  ( a ^ a ) t»  ( o *—  s"  ) as  o 


dalla  quale  espressione  1 sostituendo  a z,  v,  a",  v"  i valori  per 
esse  qui  sopra  assegnati , dovrà  risultarne  m’ equazione  nelle 
sole  coordinate  z',  Efiettnendo  la  sostituzione , il  risulta- 
to dopo  le  necessarie  riduzioni , é trasfoimezioni  potrà  met< 
tersi  sotto  la  seguente  forma 


(']  Par  la  simmetria  di  tali  equazioot  alle  preeedentemoite  oisneg- 
g^te , il  risultamento  oUi«nsi  seeia  r^>etere  il  calcolo , colla  semplici 
applicaziooe  degli  apici  sonveuevolineote  (atta. 


6 


b'\b- 


t 


h')  — (W'— a(ma+n))^(a— 


(•) 


SilTalto  risullamenlo  offre  ne’suoi  fattori  due  relaiioni,  cioè 
J"(4  _ 4')  — Q)b'  — a{ma  + = o (E) 

(a  _ i')  ^(4+i')  {maz'+fn'+na)—v\bb'-\-ma'+:ina)^  = o (F) 


{•)  Esjendo  ben  complicato  , ed  imbaraziante  il  calcolo  , che  «i  ri- 
chiede per  rilegare  queala  cspre&siooo,  è neceaario  additare  almeno 
i principali  passaggi , onde  pervenirvi  dalla  equazione  precedente  , nella 
quale  per  chiarezza  chiameremo  I.  , II.  « 111,  i suoi  termini  6 ^(a  *zj» 

_ e"  I o — j ) , — t[it  — I"  ) rispettivamente  , 

Colla  sostituzione  de' valori  trovati  più  sopra  per  x"  , e i si  ha 
nel  termine  I. 

■ z'(b'’+ma')—9abV-\^intx  t'(b'+ma')—tahv'4--x'ia' 

~ aj'(mo-f-n)— aiV)-|-(ù''—  ma')  az'(m“+'>)— 


riduetnio  allo  airiso  drnomtiujiore  , conlramJo  , riuiundo  Ira  loro  i (crmi- 
<ii  , ebe  rimlltranno  moltipUcati  da  [h'  —b''),  t quelli  da  f i>  — t'  ) . 
td  indicando  per  brevità  conD  , D"  « denominatori  di  x , z"  qunia 
etprtuione  diverrà 


[—  z'’{ma  -H  n) 


a(i*  — b”)  (-f  z'rao’ 

!+  »«• 


U a(i-n 


’-f.  aae'a'(  ma  -f  n) 
+ WVa' 

1—  ma'v't' 


r—  aii'/ 

. ma’e' 


D.D" 


\ 
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relazioni  , che  pnrlitainenlc  csàniinrrcmo  , onde  redere  in  qual 
modo  risjioodauo  alla  qniatioue. 

§.  3.  La  (E)  csse-ndo  sgombra  da  variabili,  e contenendo  latte 
le  grandezze  costanti  , messe  a calcolo  nel  problema  , mostra 
elle  questo  sia  piìi  che  dotemiinato  ; vale  a dire  , che  la  si- 
tuazione di  uno  de’  dati  punti  dipende  da  quella  degli  altri 
due  ; e , Hssato  [>oi  una  volta  , in  conseguenza  dì  essi,  il  sito 
del  terzo , il  problema  diventa  indeterminato  ; cioè  w comun- 
» que  s’  iscriva  nella  curva  un  quadrilatero  , sieiriiè  due  de’ 


ci-y> 


S-f.  laaz'C  n “ z')  ) C—~  z'{bb‘  ma'  -f  ano)  \ 

_ -p  n(a* — i'*)  7 r -f*  {bb  -p  ma'  -p  a«n)l 


D.D" 

/I.  (*  + *0  + mo’-P  ma) 

)(a-z  ) 


Adunque  pel  termioe  I.  si  ha 


(b-^■b')  (moi'-pnz'-pna)  — v'(bb' -\~ma'-^-ana) 
D'D" 


1=«—  . 


Nel  termine  li.  ai  ha  poi 

— oabe'+tna'  ( b'  — a(mà  -f  a<i)  ) (fl  — zQ 

2x'(mo-p«)  — •zbv'  -p  (b'-~ma')  D 

£ cosi  nel  termioe  III.  si  troveri 

n ( b’"'  — a{ma  -p  aw)  ) (a  — z') 

“ . D" 
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I»  tuoi  lati  pasùno  per  i primi  dae  ponti , ed  no  terso  Uto  sii 
»>  parallelo  alla  reiu  , ^he  li  contiene  , il  quarto  lato  paa> 
w »«rà  sempre  pel  tento  ponto  « . In  altri  termini  ti  ariìi 
il  seguente 


quindi  U termine  II.  direrri 


-■>-0= pA—- ^ 


e 1 termine  III. 


ìi(mat' ^nx' ^ Ita)  — v' I i’-f-nf/ns-faR)  ^ 

ÌTP,i-. . - 


1 


Biuoendo  questi  due  termini , triluppando  , e ridueende , ti  troreri 

— ^ t";}  s» 

( iA'(*+^)  — a(m(i+an)  (i+i') ym«'+R*'+ no)  _ v'{ 

—l'a—:’)  - ^ — / 


U.b' 


otserTando  che  lia 

i’i'’  M o*(»Ro  + an)'  sa  o(Ri«+a«)^^W'q.a(nM-f.aR)^  . 


In  conecguent*  riunendo  tutt  i tre  termini  , toHo  il  demonetor  co* 
biune  D.D*'  »i  avrà 

i"(t"  — s)  — i)"(a  — x)  — V (a  x")  as 

- Qb'  — a («a  + a«)^(a— -•/'(W'+'-a* 


dt  a 
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Tt9Hgmd  i' 

St  da  due  punii  B , B',  dati  nel  piano  di  una  curva  coni- 
ca , s'  infunano  a qualunque  punto  del  tuo  perimetro  le  secanti, 
BV  , BT'  , che  di  nuovo  f incontrino  in  V , V",  e da  una 
di  quelle  sesioni  , p.  e.,  da  V,  ti  conduca  la  corda  VF'" pa- 
rallela a BB'  ; la  congiungente  della  sua  estremità  F"'  con 
f altra  sezione  F"  incontivrà  la  BB'  sempre  in  un  medesimo 
punto  B". 

È questo  il  teorema  che  corrisponde  precisamente  al  Icm'- 
ma,  che  si  rileva  da  Pappo  pel  solo  caso  del  cerchio,  come  in- 
nanzi si  i detto  . E non  sarh  superfluo  so|;|;iugaer  l’ inverso  , 
cioè  ; 

T e 0 M t M d X' 

Se  da  due  dati  punti  B , B"  s'inflettano  ad  una  curva 
tonica  due  lecanti  BFF’,  B"F'"F',  liccliè  la  congiungenU  di 
due  delle  sezioni  , p.  e.,  FF'",  sia  parallela  a BB"^  la  con- 
giungente  delle  altre  due  sezioni  F'F”  passerà  sempre  per  uno 
stesso  punto  B'  messo  per  dritto  co'  prim  due  . 

%.k.  Se  dati  due  de’  tre  punti , p.e.,  B,  B',  voglia  detenni- 
tiarsi  il  terzo  B"  , la  stessa  relazioae  (E)  mostra  come  ciò 
debba  conseguirsi , mentre  ci  dà  por  esso 

9 — O 

ck’  è il  valore  dell’  ordinata  dd  terzo  ponto.  Questa  espressio- 
M pl2ò  làuùliiMiitc  ccMiruìrsi  y DM  ove  d'  uopo  assegosurs 
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un  tal  ponto  , sarti  meglio  ril«rar)o  ooH'  arbitraria  inflessione  di 
due  secanti  ; e , per  breviU  , lo  desigoeremo  in  seguito  , ove 
occorra  , col  nome  di  punto  di  conseguema  a riguardo  di  due 
dati  ponti . 

5.  Ke  la  rorda  parallela  a BB'  invece  di  partire  dal- 
la sesioDC  V parla  dall’  altra  V"  , la  congiungenle  del  suo  e- 
stremo  colla  prima  sezione  V dovrà  del  pori  incontrarsi  colla 
BB'  sempre  io  un  medesimo  punto  : ma  poiché  I'  anajisi  dà 
Iter  questo  caso 

, Ai'  — a (ma  *1-  2ii) 

^ = 

nc  concbinderemo  , che  questo  secondo  punto  cada  dal  lato 
opposto  al  primo  rispetto  all’  asse  delle  ascisse  , ad  egoal 
distanza  dal  punto  A , in  cui  1’  asse  medesimo  , cioè  il  dia- 
metro OX  , incontra  la  BB'. 

* flg.  9.  6.  Evtì  ad  osservare  , che  se  abbiasi  b’'  ■=  o , cioè  che  il 

punto  6"  cada  nel  punto  A , si  avrà  per  tal  caso  dalla  (G^ 

Ai'  — a (ma  -j-  2n)  = o ' 

donde  A = , e b>=“^'”\±^. 

6 6 ^ 

Ora  ì cecoadi  micmbrì  di  queste  espressioni  pareggiando  i va^ 

lori  , che  acquista  y nelle  equazioni  delle  polari  de’  ponti  B, 

B'.  espresse  da 

by  ss  X (ma  -p  n)  -f-  on  (*) 
by  = X (ma  -f- 

(*)  Abbiamo  attrove  avvertito , che  la  polare  di  un  punta  esistente 
sul  piano  di  una  curva  cooica  sia  quella  retta , in  cui  vanno  a .con- 
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ij^odo  nell’  ana  , e nell’  altra  I’  x diriene  a , ne  ae^e  , che 
nel  caso  di  h"  ^ o ^ la  polare  di  B debba  passare  pel  punto 
B'  , e quella  di  B'  per  B . Vale  a dire  : & tien  daU  due  pim- 
ti  udì , che  la  pelare  deli  imo  paesi  per  i altro  , il  loro  punto  di 
tontegueuta  *i  troverà  neli  iatersexione  della  eongiungrrtte  de 
punti  medesimi , e del  diamelro  , che  le  corrisponde  , 

$.  7.  La  fomtola  (G)  applicata  alle  direrae  corre  oonìche 
da 

I,-  1/ 

perrell*e  ^ 'i  b»=xÌEjlX<2LllJL 

V...  nt'-b') 

>«  l’iperbole 

siili  ^'ì  .. 

«ve  p f t g dinotano  i semidiaiiietri  paralleli  agli  asti  } 

fd  cerchio  ' t"ca  ° \ 

■ STils  1 ^ ^ 1 ! , . ; ■ 

, , , ,,,  W — sue 

per  la  parabola  b''=s 

li"»» 

J.  8.  Unir  esame  della  sola  relaiiooe  , o roglìam  dire  (atto> 
il  proposto  probleiDa  compiutamente  risotato  } 
• fòiA  sarebbe  supaflnp^occaparci ‘ddi’  altra  : ma  pmebi 

• ' ' Oui-i”  ^ if  : & 

eertere  la  tangsoU  tirate  tRa  curra  per  le  eitremitl  <ii  qaalamjae 
sorda  , che  passa  per  un  tal  ponto  , il  quale  alla  eoa  rolla  (Scesi 
pela  di  quella  tetta  . Qui  rammeaterenio  , che  r equiiioM  di  wm  tad 
retta , tìoi  della  polare  di  un  punto  { *'  , y'  ) , riferito  alla  (narra 
y*  = mx'  + ifx  sia  , oom'  è noto  dallo  iatituxioai  di  Geometria  a 
due  toerdinale 

' ' ' ‘ »ir'  = x(ci*'+ •)  + «*' 


la 


* Pg.  3. 


ooBTÌcM  indagar  p«'  toti’l  Tersi  il  senso  de’  riaaltafttenli 
nalitici , cui  si  perviene , noi  cercheremo  spiegare  anche  il  sen- 
so dell'  altra  . 

E da  prima  osserveremo  sulla  relatione  (F)  , che  mentre  vi 
manca  la  b"  , vi  figuran  poi  tutte  le  altre  grandeaze  costanti 
messe  a calcolo  nel  problema  , e le  coordinate  del  vertice  V'. 
Quindi  essa  dee  tener  luogo  ne’  rìsultamenli  per  rispondere 
ad  una  quistione  analoga  alla  proposta  , ma  in  cui  manchi  una 
condizione  nascente  dal  terzo  punto  {a  , b")  . Or  egli  è 
chiaro  , che  quando  manchi  questo  terzo  punto  , il  problema 
proposto  riducesi  evidentemente  a quello  di  ; ùcrivere  nella  cur- 
va un  triangolo  VV'V''  , $icchi  due  lati  pattino  pe  punti 
c’I  terzo  VP'  risulti  parallelo  a BB'  . Infatti  se  procedasi  alla 
risoluzione  di  questo  problema  , seguendo  lo  stesso  metodo  te- 
nuto nel  problema  principale,  si  ricadrà  precisamente  nella  sola 
relazione  (F).  Questa  poi  scindesi  naturalmente  nelle  altre  due 


a = 0 


( i -f  i'  ) ( maz'  ns'  -f-  na'  ) — v'  (Jbb‘  nia'  + 2iio  ) (H  J 
delle  quali  la  prima  dinota  la  retta  , che  passa  pe'dati  punti  , 
e la  sua  presenza  conisponde  al  caso  , in  cui  tutt’  i punti  dati 
si  riuniscano  nel  solo  punto  A.  L’  altra  poi  appartiene  alla  l'et- 
ta  , che  risolve  il  problema  or  ora  accennato  . 

Per  costruir  questa  retta  Della  sua  equazione  porremo  imprW 
mo  luogo  «' ss  0 , e ne  rìenlta  . . - . . 


ma  n 


' * 


vb’  è il  valore  , ebe  acquista  l’ x in  ciascuna  delle  «{ùazionj 
delle  polari  dei  punti  B ^ B' , quando  vi  si  s=  o . Adun- 
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que  r intersnioDe  di  qnette . dae  pdUri  è un  punto  della  retta 
a costruirai  . Per  trovarne  un  altro  punto  è opportuna  la  sup- 
posizione di  tK  = 4 + 6'  (1) 

in  conseguenza  della  quale  si  ha  .. 


. a' 


44'  -f-  ma’  -f-  na 
ma  n 


(K) 


eliminando  tra  (T)  , (K)  una  volta  la  4'  , ed  una  volta  la  4 , 
si  avranno  le  equazioni 

I . , 


O ' I 


le  quali  dinotando  le  parallele  condotte  da'  punti  TI  , D'  alle 
loro  polari  respettivamente , mostrano  che  la  loro  intersezione  è 
ttu  altro  puhto  della  retta  a costruirsi  .>  Tjaonde  essa  è piena- 
mente determinala  ; e ')  problema  si  oompocrà  condnMndo  dai 
punti  B , B'  le  BS  , B'S  parallele  allo  loro  polari  PM  , PM'  . 
dhiactino  da’  punti  V'  j v'  , naocetiti  ddl’  incontra  dèlia  iet- 
ta , che  passa  pe’  punti  P','  S’ o^la  eurra  , polii  prenderai 

per  un 'vertice  dèi 'triangolo  richìeatt». ‘ ^ 

a/'  , 1*1  ■ _ • ' ■ I*  ••.»  ■*  ‘ trup 

^ 9,  Questa  naoluaiona  dd.  proMena , che  per  lacidcaca  ci 

si,ò  pyianjiato , a trattare  y rUatfw  iaunediataineote  dall’ ana- 
lisi geoRRtiica^ . Ed  in  rero  j.  soppooMulo  già  iacritUt.  >1  trian- 
gola oerealo , segneremo  la  PM  , PM' , polaii  de’  dati  punti  ; 
e jwùdtè  è molq  , che  queste  , e la  curva  .dividano  arnaonica- 
mente  uiueile.sacantt , che  pastaao  pef  punti  madaa'uni , avra- 
Ho  Ic^aaalagia:  7:.n*ij,.  ia'<  ( am  n;*i...  r^.i  ii.  o-  m *1*  y 


BV'  : B V ::  VH  : MV 
B'V'  : B'V"  ::  V'M'  : M^" 
ma  per  le  parallele  BB'  , VV"  ata 

BV'  : B V B'V'  : B'V" 

slark  perciò 

V'M  ; M V ::  V'M'  : M'V" 

Da  che  ai  acorge  esaere  MM'  parallela  a W"  , e «foiadi  to' 
che  a BB'.  Sicché  ai  avrh 

BV'  : V'M  ::  B'V'  : V'M' 


Ciò  premeaao  ai  nniaca  PV' , e ai  distenda  fiDché  iocontri  in 
S la  parallela  condotta  da  B a PM  ; avendosi  in  tal  modo 

BV'  : V'M  ::  8V'  : V'P 


ai . avrk  pare 


SV'  : V'P  ::  B'V'  ; V'M' 


Oad'  è che,  risultando  B'S  parallela  a PM',  ai  ricade  nella  alee* 
sa  composiaioae  precedente  , : 

/ » I 

§.  IO.  Aeaolnto  quanto  rignardava  il  probiema  , che  ci  peo* 
peneouuo  da  principio,  e diacnaai  i riaultaaimiti , coi  ci  ha  ooo^ 
dotti  la  aoluiione  , che  ne  abbiam  data  , cade  ora  in  acconcio 
qualche  breve  riflesaione . Ed  in  vero  ni»  può  negarsi  , che 
una  tale  aolutione  aia  tutta  analitica  ; ina  chi  voglia  darsi  la 
pena  di  comprovare  qu^  rMultameoti,  rimerré  sgonaentato  dalla 
prolisaité  de*  calcoli,  in  cnì  conviene  impegoarei,  per  la  separa- 
(ione  de'  fattori  , da’  quali  ai  veggoan  avvolti  : e , per  convin- 
cersene  a colpo  di  occhio  , basta  ritietlere  , che  il  complesso 
de*  fattori,  sviluppato,  presaula  M cunulo  di  90  tenninì , tra’ 
quali  convien  lavorare  pei  ottenerne  lo  scindiinento.  B dobbimao 
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confessare  , che  U sola  estinaiiooe  e pazieaza  ci  ha  dato  for» 
za  a protrarre  il  caleolo  fino  al  ponto  , che  si  ò fatto.  Tutto 
il  difficile  , com’  è chiaro  , è riposto  Dell’  eliminazione  tra  le 
sci  eqoazìoni  (B)  , (C)  ; e ai  è veduto  che  non  abbiamo  pur 
omesso  ricorrere  a quelli  artifizj  , che  sogUono  facilitare  > ei 
abbreviare  le  algebriche  operazioni  . Ma  vi  sarebbe  via  da  e* 
citare  quel  fattore  , che  nel  senso  preciso  della  qoisliuqc  non 
dovrebbe  figurarvi  ? L’  unico  mezzo  da  conseguir  quest'  intento 
sarebbe  cpiello  di  perticularìzzare  in  guisa  la  soluzione  della 
(|iiistione  proposta  da  non  potersi  adattare  al  caso , cai  corri., 
sponde  il  fattore  medesimo  , daj^ichè  questo  allora  non  deve 
incontrarsi.  Ma  f espediente  più  sicuro  , cui  si  può  ricorà-ere 
in  tutt’  i casi  , è quello  di  rivolgersi  a geomeiricbe  eonsidc.» 
razioni  , le  quali  tendono  per  loro  ontura  a rcmicrc  parlicolsT 
‘ri  le  soluzioni  a’  casi  , ebe  si  considerano  ; e ba>Ui  esservi  an- 

e 

che  per  poco  esercitati , per  riconoscere  la  fecondità  , e T im- 
portanza dì  questa  massima  , della  quale  qui  daremo  lumino, 
se  prove. 

Ripigliando  dunque  la  qnislione  già  precedentemente  esposta, 
s ponendo  mente  alla  sua  natura  , ci  è facile  scorgere  , che  , 
trattandosi  di  un  problema  , in  cui  per  principal  sof^etlo  ven- 
gono considerate  corde  di  nna  curva  conica , debba  riesciro 
di  grande  ajuto  il  teorema  geometrico  (*),  che:  il  punto  in  cui 
> inrontrano  due  corde  comunque  iterine  in  una  curva  coni- 


{’]  Ouesto  teorema  trovasi  di  noi  dimostralo  in  altra  memoria  col 
titolo  di  ;.  Ttortmi  tulle  curve  cemtèt  ulHi  alla  rftoisztoiw  dt  di/feiti 
^Nrmi . I . .. 


I 


i6 


ca  ita  per  dritto  eoi  ptutti  di  eoncorto  deU»  UmgetUi  condotte 
atte  loro  etfremilà  . Valendoci  quindi  di  questa  proprietà  delle 
curve  , ritenendo  gli  stessi  assi  , e le  stesse  segnature  di  prima 
fì0.  4.  porremo  , che  i tre  lati  del  quadrilatero  * , ebe  passano  pei 
B , B',  B"  incootrino  l’ asse  delle  ascisse  ne’  punti  T , T',  T'', 
ed  applicheremo  poi  a’  vertici  V , V' , V",  V'"  le  tangeoli , 
delle  quali  quelle  , che  a|qNirtengooo  a V,  V"  incontrino  in  U, 
U"  r asse  delle  ordinate , cioè  la  tangeule  in  O ; e le  altre  , 
che  appartengono  a V' , V'^',  incimtrino  in  U',  U'"  la  tangente 
parallela  all'asse  medesimo  tirata  dall’  altro  vertice  del  diametro, 
che  (a  da  asse  delle  ascisse.  Per  tal  modo  i punti  U,U',T  staran 
per  dritto  , al  pari  degli  altri  U' , U"  , T',  e di  IP',  U"',  T''. 
Ciò  premesso  , chiamiamo  r , r' , r",  r"'  le  ordinate  de'  punti 
U , U' , U'"  , C'"  , le  ascisse  de’  quali  sodo  respettivamente 

o — 0,  — — • L’equaxioue  della  tangente  in  V sarà 

' tn  m 1 . , 

della  forma  • c 

_yv  es  r(  mr  -f  «)  + »ts  : 

pel  punto  U avendosi  dunque  xrc.  o , si  avrà 


0 poiché  si  ha  v'  se  ma’  2na  , ne  dedurremo 


Di  pih  1’  equazione  della  retta  BV  essendo 


(M) 
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pel  pnoto  T ar«idMÌ  ^ s=  o , «i  aftà  » ? 

hz  — av  : 4;  ■ 

^ — “7 — 5 . 

espresùooo  , che  con  la  sostituiiono  de’  vakirì  di  x , e « , pili 

sopra  trorati , dÌTÌeiie  i. , 

o ' hr—a»  ' 

X — 2«n— — — — . ^ 

hn'  — 4»ir'  — 2»V  „ 

Qaindi  1'  equazione  della  retta  , che  passa  pe’  piu^  U , T 
sarà 

r 

%\  , 


J'  — r=. 


— 2/ir 


hr  — OM 


é»*—  im'r^  2n’r 


e pel  punto  U' , cioè  pd  ponto  ( — — , r'  ) , si'  anà  in , 
conseguenza 

n ix  — 3nr  — tnor 

lift  identico  procedimento  coll’  altro  lato  'S'S'*,  che  passa  per 
B',  dandoci 

(LO 

U-) 


r,,» 


so- 


t"' 


e poscia 


«•  — mt"* 


tajj*. 


n*  — «f"« 


pe’  tre  punti  D',  U",  T' in  linea  retta  si  rilererà  , 

n b^n  — 2f»r"  — «lar" 

•ras — y — 

m br  — an 


(«') 
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Pareggiudo  ora  le  due  espreMÌoBi  (N) , (N')  eTrenu>  1’  «• 
qnaxioDe 

in  — 2)w*— m«r  b'n—^2itr"  — mar''  • ■ 

• 4 V — all  * '• 


(P) 


òr  —■  OH 

equazioM  , che  aTÌlappaU  dà  proaumeote 

rt^'  ( (rm  + a»  ) — «** M'  — a ( am  -4-  *"  ) 

»(r— 7^')  nrp 

InUnlo  l’ eqnaiione  detta  tangente  nel  punto  V'"  essendo 
— ty=x(2m  + rt)  + ns  (*) 

2n 

pel  punto  U"' , U di  cui  ascissa  fe —,  avremo 


r"'  ss  — ( ms  + 2n  ) : 

e sostituendo  in  questa  espressione  per  s , « i loro  valori  as- 
segnali più  sopra  in  (M)  , troveremo 


In  conseguenia  la  retU , che  passa  pe’  punti  U'"  , U"  avrà 
per  equazione 


r" 


— r s= 


2n 

m 


£ pei  punto  T"  si  otterrà 


, 2«rr" 


• mrr 


(*)  Diamo  il  segno  negativo  al  tonnioe  ey  ■ «lapyolchè  le  coordinala 
del  ponto  y"'  Seno , com'  è chiaro  , s , e — « • 
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Or  la  reiU  , che  passa  pe'pnnli  B"  V"'  , cioè  pe’  punii 
(a,4"),(*,  — V ) avendo  per  equazione 

. . ...  •>'“  .*  T ( *- « )».  .. 

per  lo  stesso  ponto  T"  dà  . “ 


X = 


h"z  + 


A"  + o ’ 
oTvero,  sostituendo  a * , »i  ralori  (M)  , 

' -«=2«r-  rr+an 


T»  ■ 


' I 


Laonde  avremo  1’  equazione 

• ' ■ r/' 


b"n'  — b"mr'  + 2u> 


V-  '• 

b"'r  + oN 


n*  — m>T"  A'V  — ^"mr*  q- 2nV 
la  quale  sviluppata  conduce  a . 

' ’ X"—  («'"+«»)--  ..  . .r.»j..T 

V , . 

e confrontando  quest’  espressione  con  (P)  , rileveremo- 

bb'  — fl(  «W  + XB  ) 

^ b — b' 

Cioè  la  stessa  relazione  (G)  ottenuta  per  altra  via  , libera  dal 
fattore  , che  P aùociava  nella  prima'  soluzione  . 

• $.  11. Questa  soluzione  non  ha  certo  il  pregio  di  essere  inte- 
. ramenle  analitica  (*)  ; ma  se  riflettasi , che  in  questa  , Gasato 


p)  SI  puè  osjervtre  che  9 metodo  on<f  è guidata  b presento  so- 
luiMoe  è ua  misto  di  Cartesiano  , e di  quello  a coordinate  i essendoci 
> giovati  del  comodo  , che  ollrooo  le  (orBiole  di  quest'  ultimo  per  render 
quello  più  spedito  ; Ed  è*ln  tal  modo  , che  questi  metodi  ( che  io  iondo 
•OB  no  formano  che  uno  ) si  ajalano , e si  Kortano  a vicenda . 
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ima  Tolta  il  principio  , clie  abbìam  preso  per  guida  , siam 
proceduto  ionanzl  senza  oslact^i  > mentre  nella  prima  solu- 
zione siamo  stati  costretti  di  andar  quasi  a tentoni , si  giu* 
dicberìi  più  rettamente  della  dilTerenza  , che  passa  tra  loro . 
Un  servìgio  perù  di  ben  altra  importanza  ci  presta  , e quasi 
senza  averlo  preteso  , questa  seconda  soluzione  ; ed  all’  occhio 
del  geometra  avvezzo  a trac  partito  da  soluzioni  tessute  eoo 
vario  metodo , non  sarà  certamente  isfuggìto  , Il  teorema  geo- 
metrico , di  cui  ci  siam  valuti  a solo  oggetto  di  render  partii 
colare  la  soluzione  dei  problema  , e ricondurla  al  senso  precisa 
com'  è proposto  , aveudo  ricliicsta  1’  introduzione  di  altre  in- 
cognite , che  abbiam  dinotate  per  r , /,  r",  ci  ha  poi 
condotti  ad  equazioni  solamente  in  r ■,  r"  sgombre  in  lutto  dal- 
le z , r , z",  v" . Vale  a dire  , che  invece  di  calcolare  su  que- 
ste quattro  variabili,  abbiam  calcolato  sopra  le  due  r , r"  , ed 
esaminando  per  qual  nesso  sicu  tra  loro  coUrgate  , si  rileva  da 
(I.J  , che  sia 


c notisi  , che  su  tal  nesso  poggia  tutto  il  cardine  della  sole» 
zione  (*)  . Or  chi  non  vede  quale  aurea  e preziosa  sorgente 

(*)  Ognune  arri  gii  compreso  che  invece  dello  coordinate  de’  ver- 
tici del  quadrilatero  ei  vegga  introdotto  il  loro  rapporto  ; ed  è noto  quan- 
to giovi  talora  questo  ripiego  aHe  elimiostioni;  cosicehà  noo  maodieranoo 
di  quelli,  che  verranno  a dirci  (raKarti  di  un  affar  commu,  c da  non  men- 
tore atttnxiotu.  Ma  domanderemo  a costoro',  perchè  noo  vi  i stato  finora, 
chi  siesi  avvisato  di  ricorrere  a lai  ripiego  per  le  ricerche  ,di  cui  ci  stia- 
mo occupando?  E por  si  sa  quanti  alorzi  lieoo  stati  {atti  da  vaienti 
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ci  syiloppAM  siffalle  relatioDi  ? Tnt  i vag  metodi  imma^nati 
per  r elimniaaione  ti  ba  quello  , che  iosegaa  ad  iatcodurrc  neU 
le  equaziouiHn  luogo  di  due  variabili  il  loro  rapporto  , e quesio 
metodo,  usato  a proposito,  è valevole  il  piu  delle  volte  a dar 
que’  liaultamenti  , ebe  si  cercherebbero  invano  i>cr  altre  >ie  . , 


' ' , ■ r * " . . 

5.  t2.  Usandone  nel  nostro  caso  rì|«rtnderemo  le  equazioui 
(B),  (C),  per  le  quali  il  problema  trovasi  messo  in  equazione  , 
e ponendo 


rileveremo  dalle  (C) 
z = 2n— , s'=2„pJ: 

1 — «ir  1 — 


r'- 


i'  = 2n  • 


, v'  = 2/( 


mt 


, « ^ Ar/J 

1 — • ntr 


^ 2n  ^ 

1 — mr  1 — r 


1 ^ mr* 

sostituendo  ora  questi  valori  nelle  equazioni  (B)  ridotte  alla  se- 


analisii  per  potervi  riuscire  . Non  è però  dal  esso , ohe  debbono  stteo* 
deisì  emifliitti  rìsultaroeoU  ; essi  possono  oniesmonte  attignersi  dal  con- 
fronto , a dall'  impiego  di  diversi  melodi  sujie  tlease  quMioni , come 
il  sommo  Lagrange  ci  ha  fatto  sentire  neila  di  lui  seatonza  da  noi  presa  ad 
epigrafe , a com'  Ei  steuo  mostra  cos  Un  temente  di  aver  praticato  . E da 
ciò  doduiremo  un'  ulil  consiglio  per  taluni  nostri  professori  di  oggigim^ 
no , se  voglìoDO  trar  profitto  dai  sommi  uomini , cioè  che  non  basta  so- 
lo ostentar  rispetto  pe'  loro  nomi , e far  pompa  di  averli  in  bocca  ad  ogni 
sctatione  : ma  conviene  ebe  ne  studiino  le  opere  , e si  sforzino  ad  ioten* 
dsrle  , a rieavanie  que'  priocipj  , 0 massime  di  scienza  , che  possono  van- 
tsgpiosamcpite  istruirli , « (srii  utilmente  progredire  nelle 'Malomtiicbc  , 


/ 
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gueate  forma  • 

<i(o  — ti')  — b (*  — 1 v'  ss  o 

fl  ( t/'  - t>'  ) — b'  ( z"-—  z'  ) — t/V  ' +u'V  = 0 
« ( t»  -+  ti"  ) 4.  4"  ( a — a"  ) — o a"  — a t»"  ==  o 
le  medesime  divcfraDDo  * < 

« ( 1 4"  ) — è (r  4'»^)4-  S/irK  = 0 

«(14.  mr^V)  _ i'  ( r"4-  / ) 4-  2nrV  s=  0 
« ( 1 — uwt"  ) 4.  a"  ( r — r")  — 2;irr"  = 0 

Eliminando  r'  ira  le  due  prime  equazioni  si  avrìi 

^rr"(<nw4-2ti)  — «^(4—4')  — ^44'—  o(am4-2n)^  (r— r''’)=o 
d' onde 

ir"  ( aw  4-  “ ) — “ _ 44'  — oC  ant  4.  an  ) 

7375  riTy  ■ 

La  terza  ci  da  immoniioente 

4"  ( r — r"  ) a=  rr"  ( am  4-  2n  ) — a 

ovvero 

1//  _ rr"  ( a«i  4-  »"  ) — « 

c quindi  avremo 

44'  — o(  am  4-  an  ) 

^ eh'  è il  medesimo  risuhamento  ottenuto  piii  sopra  da  dnc  altre 
diverse  vie  . 

§.  13.  Dopo  aver  mostrato  come  possa  attignersi  da’ metodi 
analitici  la  verità  esposta  , non  sarà  superDuo  esaminare  quan- 
to valga  per  essa  la  Geometria  . 
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ProponeixlocI  dunque  a risolvere  il  problema  per  mezzo  di  fig.  5 
lei  , snpporremo  già  iscrìtto  il  quadrilatero  nmrq , ì cui  Iati 
mn , nr  ,rg  passino  respcttivamentc  pe’  dati  punti  B,  B',  B", 
e 'I  quarto  mg  sia  parallelo  a KB'.  Se  I’  ultimo  lato  si  distenda 
in  H , si  rileveranno  le  dne  analogie 

' • Hn  : Hm  B'i.  : B'B 

Hr  : Hj  BV  : B'B" 

dalle  quali  si  ha 

' Hn.Hr  : : B'n.B'r  : B'B.BTJ" 

Ma  la  prima  di  queste  ragioni  è quanto  quella  de’ quadrati  di 
CN,  CM,  semidiametri  paralleli  respelti\  amente  ad  rH,<pn]  sta>  . 
ri  perciò  ' ' 

CN*  : CM*  B'n.BV  ; B'B.B'B"  > 

j 

Ora  essendo  data  la  ragione  di  CN*  a B'n.B'r  , saià  pur  da- 
ta quella  di  CM'  a B'B. B'B"  ; ed  in  conseguenza'  essendo 
date  le  CM  , B'B  , sarh  data  eziandio  la  B'B" , e con  essa 
il  punto  B".  Ond'  è che  il  problema  è più  che  determinato  ; 
vale  a dire  che  il  sito  di  ciascuno  de’  dati  punti  dijiende  da 
quello  degli  altri  due  ; ed  assegnato  un  tal  punto  , il  problema 
flneola  indeterminato  , come  si  era  già  diversamente  rilevato. 

14.  Se  la  corda  parallela  a BB',  invece  di  partire  da  m > 
parta  da  r , e sìa  n , la  m>  segnerà  sulla  BB'  un  altro  dato  ^ 
punto  B".  Tirando  però  il  diametro  CA  , conjugato  a CM  , si 
Korge,  che  qne’  due  punti  debban  cadere  ad  egnal  distanza  , e 
a parti  opposte  del  punto  A ; dappoiché  quel  diametro  bise- 
cando le  corde  n , qm  ^ bisecherà  pure  la  retta  compresa  tra  i 
due  punti  B" . 


\ 
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, $•  1 54  Quando  i punii  r , 9 nella  variaiione  ‘del  quadrilalero 

* fl(j.  (I.  7imnj  si  riuniscano  in  un  solo  *,  il  quadrilalero  si  riduce  al  Iti-  ' 

angolo  tmtq  , e la  senza  cessare  di  passare  pel  punto  li"  , 
diventa  Ungcnie  alla  cuna  io  9 . Quindi  se  dati  i due  |iuati  li  , 
B'  si  voglia  isorÌTere  nella  curva  un  Irìangolo  nm9  , di  cui  due 
lali  passino  per  B , II',  e ’l  terzo  mq  sia  parallelo  a BB'  ba- 
sterà assegnare  il  punto  B"  , e condurre  la  tallente  B"9  . Sarà  ^ 
9 un  Tertice  del  triangolo  ; e 1’  akra  tallente  B"9'  st^crà  il , 
vertice  dì  un  secondo  triangolo  , che  risolve  cguabneute  il  pro- 
blema. Ed  ecco  rilevata  per  tutte  le  curve  del  1.*  ordine  una 
costruzione  identica  a quella , che  fu  data  da  Pappo  del  pro- 
blema istesso  , pel  caso  semplicissimo  del  cerchio c che  ve- 
desi  anche  in  altra  guisa  da  noi  risoluto  al  8. 

* flil‘  S-  ^ avvenga,  clic  il  punto  B''  coincida  col  punto  A,  in 

tal  caso  fe  chiaro  , che  la  tur  debba  incontrare  il  diaiuclru 
CA  in  un 'dato  punto  P , polo  di  BB';  il  clic  vulesi  sol  che 
si  comjiia  il  ' quadrilalero  a lali  paralleli  mqn  , di  cui  mr  sa- 
rà una^  diagonale  . Ed  ecCo  generalizzato  per  tutte  le  curve 
cmiiclie  il  bel  teorema  rilevato  la  prima  volta  sul  cerchio  dal 
nostro  acutissimo  geometra  sig. Scorza,  cioè  , che  se  ì due  punti 
B , B'  d'  onde  partono  le  inflesse  11»  , B'n  sieu  lali  , che 
nel  condurre  la  corda  mq  .parallela  a BB',  la  qr  passi  per  A 
la  retta  delle  sezioni  , mr , debba  incontrare  il  diametro  CA, 
nel  dato  punto  P , eh’  ci  chiama  punto  di  aribonica  «Hiisionc, 
e che  corrisponde  al  polo  di  BB'.  Intanto  suppongasi.,  che-la 
inflessa  Bn  divenga  tangente  , e tocchi  la  curva  in  n’  ; 1’  al- 
tra inflessa  sarà  B'»' , e sarà  n'q'  la  retUt  delle  sezioni , la. 
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quale  perciò  passcrìi  per  lo  stesso  ponto  P . Quindi  U B'n 
sarà  U polare  del  punto  B . Similmeole  , se  £scciasi  dÌTeuir 
tangente  una  inflosa  dal  ponto  B',  si  vedrà  che  la  Bn"  del»> 
ba  paseare  per  P , e che  sia  perciò  polare  di  B'.  Segue  da  oiò  > 
che  quando  la  rq  passa  per,  A , cioè  quando  il  punto  di  con* 
seguensa  tra  i due  punti  B , B'  coincide  col  punto  A , que* 
sti  due  punti  son  tali  che  la  polare  di  B passa  per  B',  o 
qndla  di  B'  per  B . E dopo  ciò  il  teor^na  del  Scorsa 
potrà  eBonciarsi  nel  seguente  modo  ^ 

T s 0 M B M A 3‘ 

Se  sten  dati  due  punii  B , B'  tali , che  la  polare  delV  una 
patii  per  V altro  , e s'  in/leUan  da  essi  a qualunque  punto  n 
di  una  curva  conica  le  tecanli  Bmn , B'rn , la  reità  delle  re- 
3Ìom  mr  posterà  per  un  dolo  punto  P , polo  di  BB'  . 

Ma  su  questa  importante  verità  ritorneremo  poco  appressa 
per  rilevarla  algebricamente . 

$.17.  Sia  D qualunque  altro  punto  dato  su  la  BB'  ; e per  es-  flg-  8. 
so  conducasi  ad  una  delle  sezioni  m , r , p.  e.,  ad  r , la  secan- 
te DrA  ; pessando  rq  pel  dato  punto  B"  , anche  la  mh  dovrà 
passare  per  un  altro  dato  punto  D'*,  e ch’è  propriameute  il pun-  * tcor.  /. 
lo  di  coateguniza  rispetto  a’  dati  punti  D , B".  Or  si  scorge 
che  la  figura  mnrk  sia  un  quadrilatero  iscritto  , i di  cui  lati  mn, 
nr  ,rk  , km  passano  respettivamente  pe’  quattro  punti  dati  B , 

£',  D , D'  situaù  iu  linea  retta  , ed  à chiaro , che  comnnque 
vani  questo  quadrilatero  , purché  tre  de’  suoi  lati  mn  , nr,  i-k 
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pastino  pe’  tre  punti  dati  B , B' , D , il  quarto  mk  passerà  co» 
staatetneote  pel  dato  punto  D'.  Quindi  il  j^blema  di  : ùcrivtr» 
in  una  curva  conica  un  ^adriUUero  j t cui  lati  pattar  dthba- 
no  por  quattro  punti  dati  in  linea  retta  ^ sarebbe  pih  che  de- 
terminalo , dappoiché  il  sito  del  quarto  punto  dipende  da  quel- 
lo degli  altri  tre  . Ed  in  tal  modo  rimane  generalizzato  per 
tulle  le  curve  di  1*  ordine  il  bellissimo  teorema  avvertito  la  pri- 
ma volta  sul  cerchio  (*)  dal  nostro  insigne  geometra  , ed  ana- 
lista cav.  Flauti , e che  potrà  enunciaisi  nel  seguente  modo. 

T e 0 K B m t 4' 

Se  tre  lati  di  «n  ipuidrilattro  variabilt  iicritto  in  una  curva 
conica  pattino  per  tre  punti  fitti  tituati  in  linea  retta  , il  quar~ 
lo  lato  patterà  aneli’  egli  per  un  dato  punto  , tituato  tulia  tttt- 
sa  retta  , 

Ma  anche  su  questo  teorema  ritorneremo  più  innanzi  in  luogo 
opportuno , ove  sarà  reso  più  generale , e dedotto  da  metodi 
analìtici  ; e si  vedrà  pure  quale  importante  applicazione  possa 
farsene  . . , ' 


(*)  Questa  interessante  proprietà  del  cerchio  trovasi  Unplicltanici»' 
te  compresa  nell'  olegaato  geometrica  soluiiooe  data  da  (juesto  beneme- 
rito Professore . fin  dsl  1809  , del  proWems  di  : daerittn  wsa  ifera  Isa» 
jeiWs  guallro  tftrt  date  di  filo  , « d«  jrandetza  . 
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A r r e K T t K B H T o . 

$.  18.  Occorrendo  in  seguilo  di  aver  sorente  espressa  io 
funzione  delle  coordinale  di  un  punto  ( < , u ) quelle  de’  punti 
di  coBlaUo  deUe  Ungenti  tirate  da  un  tal  punto  alla  curva 

, y~  = mx'  + 2nx  (a) 

sarà  bene  rilevar  fio  da  era  tali  espressioni , per  non  ripete- 
re pili  volte  le  cose  stesse.  ' 

Egli  è noto  , che  la  reUa  , che  passa  pe’  contatti  delle  Un- 
genti condotte  ad  ( a ) dal  punto  ( < , u ) abbia  per  equa- 
liope 

' ^ s=  X ( tm  + n ) + U ! (A) 

se  eliminiamo  la  ^ tra  questa  , ed  (a)  , le  radici  deli’  equa- 
tione  di  2.*  grado  in  x , che  ne  risulu  , dovranno  appunto 
corrispondere  alle  ascisse  de’  due  punti  di  conUtto  ; ed  eli- 
minando poi  tra  le  equazioni  medesime  la  x , le  raxUci  del- 
la risnlUnte  equazione  di  2.’  grado  in  y , rappesenterebbe- 
ro  le  corrispondenti  ordinaU . Intanto  dall’  eliminaziooe  di  y 
si  ha  r equazione 

«•  — 

(fm  -p  n)'  — niu’  ( In»  -p  n )*  — mu' 

QnesU  equaùone  risoluU  dh  - ' 

u* — ± V(  M*— r(  M -f-  2n)  ) 

(<m  n)’  — mu* 

e dispensandoci  dall’  altra  eliminazione  della  x , il  suo  valore 
or  or  trovato  , sostituito  in  (fi)  , darà 

« = n V(  + 

’ ( tm  + n )•  — mu” 


s 
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Desipando  adunque  i due  ponti  di  contatto  per  (z  , o) , v'), 

e facendo  per  brevità 
■ ’ fm  4*  f 

n’  — <(  fm  -f  2n  ) = i’ 
rileveremo'  , 


«’  — la  -i-  US 
z ss  n ■ ■ 

— MU* 

nu  4-  qs 
t>  ss  n ■ ■ ■ 

q^  — mu* 


US 

q*  — mu* 


n'.2LZl3L 


.(c) 


£ son  questi  i valori  delle  coordinate  de’  due  punti  di  contatto 
in  funzione  delle  coordinate  del  punto  d’  onde  partono  le  tan- 
genti ■ Da  tali  espressioni  sarà  poi  opportuno  , per  maggior 
facilitazione  de'  calcoli  , che  dovranno  eseguirai , rilevare  le 
seguenti  altre 


zr  ss  n 


f 9m 

_2«- 

ut 

, + s'  =2«- 

• i 

— mu* 

, V + u’  =2rt* 

r 

— mu* 

n' 

-9*  ' 

vv'  = rC  ■ 

su'  s n’  'iH+ii 
5*  — ruM* 


u*  — 
q’  — mu* 

M 

q'—niu’ 

t(im+2n) 
q' — mu' 

t(u  — r) 
, s'ti  = n’  \ 

q — mu 
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P M 9 B l B m À 11. 

§.  19.  Due  lati  di  ««  triangolc  variabile  VVV"  , técriito  in  flg.  9. 
una  curva  conica  siano  assogijeltati  a passare  costantemente  per 
due  punti  fìssi  B , B'  ; si  cerca  illuogo  geometrico  del  punto  U, 
concorso  delle  tangenti  nelle  estremità  del  lato  libero  VV’  (*)  . 

Sol.  Si  prendano  per  assi  la  tangente  OY  parallela  alla  con- 
giongente  dei  ponti  B , B' , e ’l  diametro  OX  corrispondente 
'*  al  punto  di  contatto . La  curva  proposta  potrà  così  genefal- 
menle  rappresentarsi  coll’  equazione 

y'  = mx'  -j-  2rtj:  (A) 

Si  chiamino  < , « le  coordinate  del  punto  U ; s,  t)  ; s'  v',  quel- 
le delle  estremità  del  lato  libero  A'\"  \b  ,b'  \c  ordinate  de' dati 
p’’nti  B , B',  ed  a la  loro  ascissa  comune . Saranno  in  tal  mudo 

' (*)  Se  inreca  de'  punti  B , B'  fossero  dato  di  sito  duo  rette  Pi, 

P6',  ed  invoco  dei  triangolo  iscritto  YY'V''  si  considerasse  il  cur- 
rispondento  trian^lo  circoscrìtto  UU'U''  è chiaro  , che  il  problema 
quassù  proposto  sarebbe  identico  a quelle  io  cui  si  dicesse:  ine  wr- 
Itci  Vi  V"  di  un  In'iM^oio  tariabils  VC'V'  einoscritio  od  una  w- 
siane  conica  siano  assoggettali  a pereorrers  le  due  rette  date  di  sito 
n , fb'  ; li  cerea  la  eurea  deseritta  dal  terliee  libero  U , dapoiclii 
dovendola  corde  de' contatti  VV",  VM?"  , passare  per  due  punti  da- 
ti B , B'  ■ poli  rispettivi  delle  date  rotte  Pb , P6',  vedusi  manifesta- 
mente che  si  ricada  nello  iteiso  problema  . £ questa  osservazione 
valga  in  genenle  per  notare  ; che  da  un  polìgono  iscritto  di  qualsi- 
voglia numero  di  lati  , assoggettati  a passare  per  punti  dati  , sì  fa  pas- 
Mgeio  nel  modo  stesso  ad  un  poligono  circoscrìtto , i di  cui  vertici 
fieno  allogati  sopra  altrettante  rette  date  di  sito . E viceversa  . 
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ju  = x((in>4-R)  + *'< 

• 

(R) 

y — b — 0) 

• 

\ ;c) 

le  cqnazioni  del  tato  libero  (*)  , e degli  altri  due  reapettiTamca- 
tc  . Chiamando  dunque  s",  v"  le  coordinale  del  vertice  'S"  ; 
poiché  la  retta  (B)  passa  pe’  punti  ( 3 , u ) , ( *',  t/  ) , le  (C) 
passano  amendue  per  (3",  ; c perchè  questi  tre  punti  esi- 

stono sulla  curva  , avremo  le  seguenti  equazioni 


- 

tft; 

— 1 (mz  + ♦*  ) + "S 

ut/ 

/ 

= t ( ma'  -p  rt  ) -|-  iis' 

- w" 

v" 

-4'=— '(/'-«) 

a — %’ 

r=  ms’  -f-  2«3  . . 

v'* 

— »I3'‘4-  2»*' 

=m3"-+2n3" 

(E) 


Queste  sette  equazioni  esprimono  tutte  le  condizioni  del  problc- 


(*]  Il  Ilio  libero  essendo  la  retta  tra  i cooiatti  dello  tangenti  coo- 
doUe  dal  punto  ( I > u ) alla  curva  (A)  , i chiaro  , che  la  sua  cquazio* 
ne  sia  della  forira  (R) . 
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ma  ; e conrerrìi  dimÌDarne  le  Tarìabill  a , v , z' , v' , s"  , v"  , 
affin  di  otlcDcre  una  equazieoe  Delle  sole  incognite  < , u , che 
aarii  quella  del  luogo  geometrico  cercato. 

Nel  §.  18.  abbiam  mostrato  come  possano  esprimersi  le 
coordinate  dei  punti  ( z , v ) , ( z' , v'  ) in  funzione  di  quel- 
le del  punto  ( ( , u ) . Or  q ui  cercheremo  di  arere  un’  equa- 
qnazione  lìbera  dalle  coordinale  z’’ , v"  , perchè  sostituendovi 
quelle  espressioni  , l’ eliminazione  sari»  compiuta  . Per  isbaraz- 
zarci  delle  z"  , v"  il  metodo  più  agevole  , e spedito  , che  si 
presenta  a prima  vista  , è,  quello  di  determinare  i loro  valori 
una  volta  in  funzione  delle  coordinate  del  punto  V , ed  altra 
volta  in  funzione  di  quelle  del  punto  V',  e dal  pareggiamento  di 
questi  valori  avremo  1’  equazione  nelle  solo  coordinale  z,  v \ z', 
s'.  Valendoci  dunque  delle  espressioni  (D)  rilevate  per  lo  sco- 
po medesimo  nel  problema  1*,  avremo  da  una  conveniente  ap- 
posizione di  apici 

j, z ( A*  -f.  »m’  ) — 2oAr  + 2na' 

' . ^ 2z  ( ma  + « ) — ‘/ièu  -f-  (6*  — ma')  ’ 


^ z'  ( A'*  -f-  n»o’  ) — 2ab'v"  -f  2n<i* 

2z'  ( mo  -|-  n ) — '2b'v'  -f-  (A'*  — ma') 

Quindi  r equazione 

z(A*  ma*  ) — 2aAt>  -f.  2na*  z'(b'‘-\-ma') — 2ab' v'-^2na' 

2z(ma  -p  n^— 2Ai'-f-  (A’  - — ma')  2z'(»m  -J-  n) — 'là'v  4-  (A'  — ma' 

la  qnslc  , sviluppata  , e ridotta , potrè  essere  ordinata  nel 


3a 


sogocDlc  modo 

+ ( 2 — a'  ( m’a’  + 4n*  + Am»m  j 

— (s+z')  I 

+ iis'  (A’  — A'’  ) ( nio  + n ) f 

_2n«'(A’— A'*)  )=o 

— 2n  ( wn  -f-  2fi  ) ( Ai’s^  — h'v'z)  l 

+ 2AA'  ( abv  — ab'v  ) 1 

2«  ( ma  -f-  2n  ) ( abv  — ab'v'  ) J 

_2AA'(Ai/s -A'm')  * 

OTTero 

4-  ( s — s'  )^AA'  — a{ma  + 2n)  ^^AA'+a  (ma  + 2k)^  j 

— (A’ — b'’)^ma‘  (a  + a')  + 2na’  — 2aa'  (wo  + n)^  ^ 

— 2a  ( via  + 2n  ) ( Au'a  — b'v'z  ) ( 

4"  2AA'  ( oAw'  — ab'v  ) ' I 

4.  2a  ( ma  4-  2«  ) ( aAu  — a'b'v'  ) I 

_ 2AA'  ( bv'z  — b'vz')  . / 

Possiamo  ora  sostituirò  in  questa  equazione  per  a , a' , v , o', 
le  espressioni  del  J.  18  , e scrivendo  per  brevità  M invece  di 
«(  ma  4-  2m  ) essa  diverrà  dopo  le  riduzioni 


4-  MS  ( AA'  — M ) ( AA'  4-  M ) 

— (A  4-  A')  (A  — b')n(a  — <)  (m/o  -f-  In  4*  na) 

— Mn/U  (A  — A')  4-  Mrt/«  (A  4-  A') 

4-  bb'anu  (A  — A')  — bb's  (A  4-  A')  (ruta  4-  »•/') 
4-  Manu  (A  — A')  4-  M*  (A  4-  A')  (pila  4-  «a) 

— bb'nlu  (A  — A')  — bù'vts  (A  4-  A') 


Riunendo  tra  loro  i termini  , che  nelle  ultime  quattro  lìnee 
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sono  moltiplicali  da  (&  — ) , e qtielU  , cb«  son  moltiplica- 

ti da  (i  >f'  ^)  ) <|aeste  quattro  li  ne«  ci  rìduccHio  ad 
+ 1^6  — i')  (fl  — 0 (tó'  + M) 

— * (6  -f  6')  (mto  -f-  <i»  + **«)  (bb'  — M) 

E tutta  r eqnaùoiie  diverrà  coti 

M)+»(6  — b')  (a—  0^Qt(bb'  -H  M)  ^ 

^ ^i{Ìb'—M)+>i{b  — b')  («—  + b’)  (mte  + tn  -f-  na) 


oppure 


.M)  -f-»(4 — V)  (« — •— (4-|-4'Xint«-f-ta-|.«a)^a:  o 


Da  questo  risultato  si  rìcavauo  iotanto  due  relazioni , cioè 

— M)-f-a(4  — *')  (a  — l)a=o 

u(44'-J-M)  — (A-|-A')  ( mta  -}-  M no  ) t>  ■ 

le  quali , restituendo  ad  s , ed  M i loro  valori,  divengono 

44' — a fflm -f.  a*ì  /✓  , vA  ^ 

■ ■ ^ ^u’  — <(tm-|-iui)^-J.n(o— t)=ao  (H) 

u ^44'  -l-  a {firn  -+•  aa)^  — (4  4.  i')  (iuta  la  -f-  no)  s o (I) 

£ quindi  abbiamo  un  sistema  di  due  equazioni  per  la  soluzione 
del  proposto  problema  (*). 


(*)  La  dubbia  soluzioDe  risultante’  dal  metodo  puramente  algebrico 
tenuto  nel  trattare  il  problema  proposto  , i un  di  quo'  paradossi , che  bau 
dato  luogo  plà  di  una  volta  a sommi  analisti  di  esitare  su’  bizzarri  risulta- 

meiUi  dell’  analisi . ed  a’  quali  potrebbesi  con  più  ragioae  adattare  ciò  , 
che  Kriveva  l illustre  matematico  diCiotvraal  professore  Flauti  nel- 
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$.20.  Orche  diremo  di  questo  duplice  risnlUmeUto , os- ■ 
si*  di  questi  due  fattori  , de'  quali  uno  dinota  un*  curra , 1’ . 
altro  uóa  retta , e che  nultadimeno  debbono  1’  uno  e V altro 
risolvere  lo  stesso  problema  ? L’  è questa  una  circostanza  de- 
gna di  speciale  attenzione  . Senza  dubbio  ognun 'comprende,, 
che  tali  due  diverse  soluzioni  debbansi  appartenere  a due 

, r mviargli  la  sua  iduziooe  algebrica  del  prìocipal  problema  sull*  pirami- 
de triangolare  ; Faul-il  ione  qut  mimo  iatu  uno  leitnet  , ioni  t imititi 
et  iu  prineipeo  al  la  limplicili  de  lon  objet  doicent  garantir  t tiprii  ku- 
main  de  Ioni  erari  dame  le  roule  de  la  viriU  , il  doiu  eieeore  eoueemer  quel-' 
quee  doutee  tur  la  eertilude  dee  reeuUalt  auxquelt  il  parvieal  ; el  quii  regoi- 
rt  aiuti  une  Irìtie  lefon  d'humilile'  ? Mè  ciò  credasi  qui  detto  fuori  propo> 
silo  ; mentre  potrebbesi  taluno  ioconaideratameote  avvisare  di  rigettare  il 
fattore  , che  rappresenta  la  curva  , e eonehiudere  , ehe  la  locale  cercata  fol- 
te iimpri  uaa  retta  ; coocbiusiooe  del  tutto  erronee  > Ma  ad  un  paradossa 
più  rimaicbevole  di  luogo  l' altro  problema , di  cui  più  iananzi  ci  occupe- 
remo : Un  poligono  eariabile  di  k lati  sia  eoa  tal  legge  taen'lfa  ta  una 
curva  conica  , che  k — 1 lati  ti  manirajaa  Mmprv  paraUtli  ad  idtrtttante 
retti  iati  di  lito  ; si  errea  il  luogo  del  roncano  dilli  tangenti  nelle  eelrem^ 
tà  del  lato  likero  : pel  quale  si  vedrà  con  lorprest , che  cosi  generalmentó 
proposto  debbano  soddisfarvi  intrmsecamente,  una  retta , ed  una  curva. 
Queata  sorta  di  problemi , che  meo  degli  altri  sono  stati  considerali  » 
e che  più  lo  avrebbero  richiesto  , sono  stati  aaaai  bene  classificati  dal  no- 
stro Flauti  colta  denominazione  di  compleui  ; e , giudicando  e^i  del  gran- 
de interesse  , che  possono  olTrire  pel  perfezionameole  de'  metodi , fm  da 
quando  presentò  alla  nostra  R.  A.  dello  Scienza  l’ indicato  lavoro  del 
Luillier  , richiamava  a ragione  su  di  essi  I'  attenzione  de' geometri  . E noi 
crediamo  , che  sia  ben  necessario  doversene  Car  menzione  nelle  ordinaria 
istituzioni  di  Geometria  analitica  , afTinchò  sappiamo  evitarsi  gli  equivoci , 
cui  sogliono  dar  luogo  cosilTatti  proteiformi  risultameoli  ; tanto  più  che  a'  di 
di  oggi  i giovani  limitandosi  ordinariamente  alla  semplice  leltiua  de’lib||, 
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diTCTsì  cui  , o piuttosto  a)  problema  medesimo  guardato  sotto 
due  dÌTersi'aspetli  . In  fatti  se  il  problema  jHoposlo  fosse  sta- 
to il  seguente:  U»  quadriUUero  variabUe  yyy''y'"  tia  con 
tal  legge  iteriuo  in  una  curva  conica  , che  menlre  due  dei  suoi 


che  scrron  loro  <T  islitiiziimc  , possono  assai  facilmmle  esservi  indolii  ovo 
non  ne  siano  prevenlivamente  avvertiti  . 

Ma  ci  sia  ancor  permessa  a questo  proposito  qualche  altra  breve  rifles- 
siooe.  Finché  si  maneggino  le  sette  equazioni  {DJ,  (E)  , (F]  no’ metodi  goae- 
aU  > che  r Algebra  sonuninistra  , il  procedimento  di  clinainazioao , qua- 
lunque ei  siasi , riuscirà  sompre  diIBcUe  , e laticoso  , dovendo  necessaria- 
mente condurre  ad  un  risultamento  , ehg  dee  scindersi  in  due  fsttorì  ; e 
questi  {attori  non  posson  dirsi  estranei,  dappoiché  rispondono  entrambi  con- 
veaicntemente  alla  quistionc.  Ma  , generalmente  parlando  , noi  manchiamo 
di  norme  per  conoscere  so  un'equazione  qualunque  possa  scindersi  in  altre 
pié  sensplici  ; e se  anche  ne  aveMìroo  , vi  vorrebbe  un  coraggio  erculeo 
per  seguirle  sopra  un'  equazione  dì  Ìk3  termini,  quanti  no  risultano  dallo 
ivIKippo  compiuto  dello  due  relazioni  (H)  , [I)  . 

Usaodo  talvolta  de'  partieolui  artifiaj  di  analisi , ohe  valgano  a U- 
miUre  la  soluzioae  di  un  piobiecna  al  caso  preciso , che  vuol  conai- 
denni , può  avvenire  , ebesi  eviti  uno  scoglio  di  tal  natura  : ma  questi 
artifiaj  né  soe  da  tutti , né  sempre  si  preeentano  ; e l' analista  in  quetU 
casi  è il  più  deUe  v(dle  eortretto  a deeUtere  dall  impegno  , se  neo  voglia 
con  prematuro  giudizio  incorrere  in  qualche  erronea  conchiusioae . Coal 
fu  che  il  sig.Gergoone  nel  risolvere  il  probtema  di  : TVetore  t<  <«Mfo  da' 
centri  di  tutta  (a  iszìom  eonteiU  aeteggeUatt  a toeeon  due  ratta  date  ’H  si- 
ta , e pauan  per  due  punti  doti , dali'esseisi  inabattuto  in  un'  equazione  di 
4°  grado  a due  variabili , che  credè  non  poterai  aeindere  io  altre  più 
semplici,  ooncbiuse  , che  la  locale  di  cui  trattavaai  non  {base  nè  una  aezio-  . 
oe  conica  , né  un  sistema  di  due  sezioni  coniche  : conebiusMue , che  l' il- 
lustre Poncolet  riconobbe  erronea  , avendo  impreso  a risolveie  lo  ateaso 
problema  coir  ajuto  della  Geometria  ( ttgg,  pii  AmmIs  v Ji,  pog>  SSl.,  s 
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lati  Vy'"  , W'*  pattano  per  due  punti  fleti  S , B',  t?  terù 
y''V^'  ma  paralMo  a BB'  ; n cerca  il  luogo  del  punto  V con- 
corso delle  tangenti  nelle  ettremità  del  lato  Userò  VV*  ; n icor- 
^ facilmeatc  , cbe  quetlo  problema  oon  differìice  dal  priao, 
che  per  la  aola  ciicotlanta  che  qui  i doe  punti  y"'  , V"  non 
coincidono  , mentre  in  quello  ai  aon  suppoati  riuniti  in  un  aolo  ; 
ma  quantunque  non  coincidano  pur  tuttavolta  eaaì  hanno  comune 
r aaciaaa  ; e però  l’ andamento  di  analiai  per  la  aolnzione  di 
queati  due  problemi  aarebbe  in  tutto  identico  ; e 1’  equazione 
riaultante  dee’  eaaere  per  entrambi  i cari  la  ateaaa  ; cosicché  i 
due  fattori  (H)  , (I)  debbono  a questi  due  casi  cmri^iondere  . 
Quindi  all*  un  di  essi  si  apparterrà  la  retta  ; la  cnrra  all’  altro. 
Ma  qual  sarà  poi  con  ispecialità  la  locale  per  ciascun  di  essi  ? 
Ninna  regola  diretta  porgono  i metodi  analitici  per  conoscere 
in  casi  di  tal  natura  a quali  delle  due  linee  convenga  apjù-> 


nel  e.  XH.  ciò  che  al  pro|M>aito  è notato  dal  Poocelet  ),  L' uaieo  icain|io  in 
f ueall  roti  ai  quello  di  rÌTolg«rai  a coorideniioni  geometriche  , le  quali 
tendono  Daturalmeate , come  altrove  il  dicemmo,  a riooodurre  le  loluxiaoi 
al  senso  pieeiso , che  vogHamo  attritiuiro  ^le  quisliooi  ; e ciò  valga  a 
mostrare , ohe  1'  analista  , sansa  profonda  conoscenza  deH'  antica  geoaio. 
tiia , manca  del  più  potente  messo  per  riuscire  eoo  bisw  suceemo  . nel- 
le ricerche,  ebe  imprende  a tratiare. 

■Mollo  ti  è lavmrato  per  perfezionare  i medodi  di  eliminazione  . e special- 
mente per  la  ricerca  dei  tsltori  ; ma  non  v'  ha  dubbio , che  1'  analisi  atge> 
briea  non  molto  per  questa  parte  abbia  progredito.  L' esame,  ed  una  severa 
analisi  de'  bUori , che  si  presentano  ne'  casi  particolari  potrebbe  so- 
lo, nello  stato  attuale  , spargere  maggior  luce  su  queste  teorie,  importaolit- 
sinie  pe'  metodi  moderni  , che  sono  di  loro  nalura  più  subordinati  al  do- 
minio de|l' eliminazione , • , 
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glUrti , secondo  il  ' senso  preciso  ddlt  qmstiwe  , e qnal  sen- 
so debba  allriboirsele  perché  sia  soddisfatta  dall’  altra  . La 
Geometria  però  oi  mette  in  grado  di  conoscere  pronUmeale  , 
ohe  pel  secondo  de'  due  problemi  , tanto  difficile  ad  esser 
trattato  co’  metodi  algebrici  , la  locale  sia  una  retta  . 

Infatti  la  VV'  s’ intenda  prodotta  &ichè  incontri  in  Q la 
BB'  ; poiché  da’  ponti  B y B'  trovansi  inflesse  alia  corra  le 
B\ry«/^  B'V'V",  e la  coagiiingenle  di  due  delle  sezioni  V'", 
V"  é parallda  a BB’ , la  retta  VV'  che  nnlsce  le  rimanenti 
sezioni  V^  V',  dovré  pel  teorema  %'  incontrare  la  BB'  in  un  da- 
to ponto  Q . In  cans^nenza  passando  la  VV'  per  un  paolo 
dato  , il  luogo  de’pimti  U , ooncorst  ddle  tangenti  in  V , V' 
saré  una  r^ta  data  di  sito , polare  di  quel  punto  , c qneata 
retta  sari  in  conscgueaza  quella  rappresentata  dalla  relazione 
(1).  Ond'è,  che  ai  ha  il  seguente  > < . 

T M 0 M e m j 5* 

Un  quadrilaltro  variabile  lia  iscritto  in  una.  curva  conica 
con  tai  legge  che  , mentre  due  dei  suoi  lati  passano  per  due 
punti  fissi  , ' un  altro  è parallelo  alla  oongiungente  de  punti 
islessi  , a luogo  del  concorso  delle  tangenti  nelle  estremità  del 
lato  libero  sarà  una  retta  data  di  sito  (*)  . 

[')  Questo  teorema  è conseguenza  imni'-'Iiata  del  teorema  dap- 
poiché  pasModo  it  lato  Ubero  per  un  punto  tisso  , il  luogo  del  con- 
cofw  delle  Ungenti  oetie  sue  estraraM  f è , eom'é  noto  , uaa  retU  data 
di  silo  , potare  del  punto  fisso  ; ma  s prima  rista  non  vedesi  oom'ei  si 
cempraoda  noUa  rdtaioiM  (I)  , aè  per  quel  nesso  ei  sia  legato  al  pro- 
seole  profatema  . 
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$.21.  Per  costmir  qoe«U  retta  potranno  inQetterri  ad  arbi- 
trio due  secanti  BV'"  , B'V"taIi , che  la  coagiuagcn- 

le  di  due  delle  sezioni  sia  parallela  a BB'  , e poscia  protrarre 
la  VV'  finché  incontri  la  BB'  in  Q.  La  polare  del  punto  Q sa- 
rà la  retta  cercata. 

Ne’  due  punti  , in  cui  questa  retta  incontra  l.a  curva  il 
punto  U viene  a confondersi  co’  punti  V , V''  riuniti  in  un  solo  ; 
ma  la  V"V'"  non  cessa  di  esistere  , e di  essere  parallela  a BB'. 
Quindi  questi  due  punti  ritoUuoo  il  medesino  problema  ri- 
soluto in  altre  gnise  ne’  $$.8 , 9 , e 15  ; ed  è chiaro  che  la  rei- 
tà assegnata  presentemente  sia  la  stessa  retta  , che  abtiianio 
allora  costruita,  e propriamente  ne’  $$.  8,  c 9,  con  un  procedi- 
mento del  tutto  diverso.  Ed  in  fatti  paragonando  1’  equazione  di 
questa  con  1’  equazione  (H)  del  $.  8^ , esse  si  scorgeranno  i- 
dentiche  , non  differendo  che  nelle  sole  variabili . 

$.  22.  Discussa  cosi  la  relazione  (I)  , rimane  ad  esaminar 
la  (U)  I che  soddisfa  al  problema  nel  senso  prc-iso  coni'  é 
proposto  . Facendo  in  essa  per  brevità 

bb'  — a{am  + 2n)  _ ^ 

— ' — r-p — w 

si  ha 

< ((m-t-2n)^  = «’(o  — i)’  (L) 

Appartenendo  quest’  equazione  alle  lince  di  2'*  ordino , a Tre- 
mo il  seguente  . 

(*)  Può  osservarsi  fin  da  ora  , che  questa  espressione  altro  non 
sia  , cito  il  valore  deU'  ordinata  del  punto  di  tonttgutnza  rispetto  a' 
dati  punti  B , b'  ; il  che  si  vedo  , paragonandoli  con  la  (ti)  del  4. 
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Teomkmà  6*. 


& un  triangolo  variabile  *ia  itcriUo  in  usta  curva  conica  con 
tal  legge,  che  due  de’suoi  lati  pattino  cottasUemenle  per  due  pwt- 
ti  dati , il  luogo  del  concorto  delle  tangenti  nelle  ettremità  del  lato 
lìbero  torà  una  tezione  conica. 

Per  la  nota  al  $.  19  si  arii  inoltre 

' T a o M B mi  7.* 

■■kt  . 3 ■ 3 - 

Se  due  vertici  di  un  triangolo  variabile  circotcriUo  ad  una 
ttùone  conica  percorrano  due  rette  date  di  tito  , il  vertice  li- 
bero percorrerà  un  altra  tezione  conica. 

E per  la  teorica  delle  polari  reciproche,  che  abbiamo  esposta 
in  altra^  tpemona  , si  avrà  di  più  : < 

J -.f.  5...  ■ Tao  ME  MA  8.*  : i I 

- ^ ..  , , , , , 

Se  un  triangolo  variabile  sia  itcriUo  in  una  curva  conica 
con  tal  legge  , che  due  de  tuoi  lati  pattino  per  due  punti  fitti  , 
.il lato  libero  torà  continuamente  tangente  ad  un  altra  tezione 
..  cWiiea , . Hvi  , . 


23.  I^a  di  procedere  oltre  faremo'  ancora  qualche  altra 
breve  riflesaiòne  sulla  soluzióne  , che  abbiam  recata  al  preseiAc 
próblema,  la  quale  vedesi  cocolla  a fine  con  ^rà ve  stento  7 
diAcollà,;  non  ostante  che  sieri  ricorsoVa  ^ntti  què^  ripic 

'*  *1’^-  ‘l‘C  « ■ jÉf*  tfU  ■■■  , Mi''*  ^ 

gtu  9 CM  n ncpiiòscono  geperaimeote  ^ come  i pili  eiucaci  a 
facilitare  le‘  elinunarioni  tra  'le  algebriche  ' equailom  . In  véro 
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Iratlasi  di  una  quistione  , che  presenta  a chi  imprende  ad  oc- 
cuparsene ostacoli  indicibili , e forse  , abbordala  di  fronte  col 
metodo  delle  coordinale  , bA  spendere  molto  tempo  in  vano  , 
se  por  non  induca  ad  erroneo  concètto  , cioè  che  la  locale 
cercata  sia  di  un  ordine  superiore  al  vero  . Nè  , speriamo  , 
vorrà  trovarsi  esagerata  siflatta  proposizione  , quando  vogliano 
comprovarsi  i calcoli  precedenti  , perchè  ù vedrà  quanta  pe- 
na , e quanto  fastidio  costi  lo  scindimento  de’  risaltati  nelle  re- 
lazioni (11)  , (1)  . Tutte  queste  difficoltà  possono  però  cessare  , 
od  almeno  alleviarsi  in  gran  parte  , se  nel  risòlvere  il  problema 
si  ricorra  a qualche  opportuna  geometrica  considerazione  . 

Or  ponendo  mente  alla  natura  della  quistione,  si  riconosce 
che  il  teorema  1*  possa  grandemente  influire  a facilitarne  la 
soluzione  . Sappiam  di  bili  per  esso  , che  se  da  una  delle  e- 
'fiij.  i L stremità  del  lato  libero,  per  escmjiio  da  V *,  si  tiri  la  corda 
VV  " parallela  a BB' , debba'  la  congiungente  incon- 

trare la  BB'  in  un  dato  punto  D ; e qOesta  sola  osservazioae  è 
già  sufficiente  per  ricondurre  la  quistione  a pili  trattabile  pro- 
blema , dappoiché  invece  di  due  punti  B , B'  permette  di  tener 
conto  di  un  solo  punto  D . Osservando  dunque  che  nel  tri- 
• angolo  VV'V'"  il  lato  è assoggettato  a passare  pel  pun- 

to dato  B,  r altro  VV'"  ad  esser  parallelo  a BB',  eh’  è una 
retta  data  di  silo  , e 1 terzo  VV'  non  è che  lo  stesso  lato  li- 
bero del  primo  triangolo  VV'V",  è chiaro  che  invece  del  trian- 
golo variabile  VV'V"  possiamo  considerare  1'  altro  triangolo 
variabile  VV'V"'  iscritto  con  tal  condizione  che  un  de’  suoi  la- 

t 

ti  sia  assoggettato  a passare  per  un  dato  punto  , 1’  altro  ad  es- 
ser parallelo  ad  una  retta  data  di  sito.  Quiudi  la  quistione  si  ri- 
duce al  seguente 


Digitized  by  Google 


'ÌÀ.  Un  triangolo  variabile  yf^y"  sia  iscrìtto  in  una  cur- 
ia conica  con  tal  legge  , che  mentre  un  suo  lato  V P"  passa 
per  %m  punto  fisso  D,  I altro  FF'"  si  mantenga  coslantemenie  pa- 
rallelo ad  una  retta  data  di  Hto  : si  cerva  il  luogo  del  punta  U , 
concorso  deBe  tangenti  nelle  estremità  del  lato  libero  FF’. 


Si  ritengano  gli  stetsi  asu  del  problema  precedente  , cioi 
fa  tangente  OY  parallela  alla  retta  data  di  sito  KB',  e 1 diame- 
Uo  -OX , che  passa  pel  contatto . Si  chiamino  tnttaTia  a , v ; 
s'  , «/  le  coordinale  de’  punti  V , V'  ; saranno  z , v le 
coordinale  del  ponto  \'"  : s’ ihdichino  inoltre  eoa  « , /9  le 
coerdinate  del  dato  ponto  D.  Essendo  ' 

1 , j«'s=x(fm-bn)-b/n 

o'-l-  » ' 

le  equazioni  de’  lati  VV' , V'V'"  respettiTamente  , e passan- 
do qnesl’  ultimo  per  D , cioè  pel  punto  ( a , ^ si  avrà 

••  ^ + = (»  — *)• 


D’ onde  nsulta 

* ( ti  + ®'  ) + ^ a — s'  ) — e'a  — z'fi  =:  0 ■ (M) 
Colla  prima  delle  precedenti  equationi  si  potranno  poi  deter- 
minare i valori  di  z , v ; z',  v'  in  funzioni  delle  coordinale  del 
ponto  ( < , w ) , .come  al  18  ; e soslitnendeli  in  (M)  , si 
otterrà 


2n’usi  -f  2nus/S  — 2n’ut  s o 


4» 


e restitnendo  ad  s il  suo  ralore  *sj  — (<"•  + 2n)^  , ri  aTrIi 

— <(  fm  + 2n)^  =n’ (•  — t)’  ‘ (L') 

Cioè  la  sleasa  equazioae  (L)  rilegata  per  altra  via  , essendo  fa- 
cile a riconoscere  , che  1'  a , e j3  in  questa  non  aieno  , che 

„ ,,  „ M'  — n(  ma  + 2n  ) 

la,  e |3  di  quella  , mentre  1 espressione  ■ — — - ^ — — : 


a cui  per  brevità  ri  è fatta  nel  22  uguale  la  /3  , altro  non 
è ohe  r espressione  dell’  ordinata  appartenente  al  punlo  di  coi*- 
trgueiua  tra  i due  punti  ( a , h ),  ( a , 6'  ) , e eh’  è perciò  la 
stessa  fi  del  presente  problema  . 

Ed  ecco  in  qnal  modo  una  riimplice  geometrica  considerazio- 
ne è stata  ralerole  a far  scomparire  con  tutto  il  treno  del  calcolo 
richiesto  per  la  prima  soluzione  di  questo  problema,  tutta  la  sua 
difficoltà  . La  ragione^  n’  è poi  evidente  ; dappoiché  , prescin- 
dendo dall’  essersi  qui  ristretto  il  numero  de’dati,  vi  ha  di  più  , 
che  non  poteudo  attualmente  aver  luogo  il  caso  , cui  rispondeva 
il  fattore  incontrato  nella  prima  soluzione  , quel  fattore  or  non 
dovea  figurare  • Ma  quantunque  quest’  ultima  soluzione  Sia  di 
gran  lunga  più  semplice  dell’  altra  , pur  tultavolta  essa  anche 
più  semplice  e piana  può  rendersi , ricorrendo  a qualche  altra 
geometrica  considerazione  , come  or  ci  faremo  a dimostrare- 


25.  niteneado  sempre  gli  assi  medesimi , e le  stesse  se- 
gnature si  osservi  , che  compiendo  il  quadrilatero  a lati  paral- 
leli , i suoi  lati  conveigenti  , e le  diagonali  debbo- 

no incontrarsi  respetlÌTamcole  in- due  punii  T , S , situati  sul 
diametro  OX  , e che  debba  di  più  la  UT  essere  la  polare  del 
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punto  S , e quindi  puralleU  ad  OT  (*).  Ciò  posto  essendo 

Ok  — X 

r equazione  dd  lato  , che  passa  per  D , ti  urrà  pel  ponto  T 


.m  ■—  X » 


d'  onde 


lllZllij 

fi 


■■t—z. 


Di  pih.1'  equazione  della  tangente  nel  ponto  V , essendo 

i'/  C3  X ( »R  -f-  n ) -f*  nr  « ' ' 

nel  punto  D n 4tA  ' 

t • * 

, ('«  = ( ( zm  -(*  u ) + ”*  • ' ' (0) 

£ finalmente  ZTendosi 

1 

. $>'  = mz*  + •"*  ' ' (P) 

non  rimane  che  ad  eliminare  le  z , o tra  le  equazioni  (N),  (0), 
(P)  : operatone  agevole  ad  eseguirsi , e che  potrà  condursi  nel 
aegoente  modo  • , ' 

Si  elevino  a quadrato  le  (N)  , (0) , c dopo  aver  moltipllcato 
il  primo  prodotto  pern* , si  sottragga  V un  dall’  altro  . Il  re- 
Bìduo  • 

t((m  + an)  (mz’  + niz)  „ 


(V  Questo,  verità  sono  aoUnlme  , e comuni , e trovansi  cb  noi  be- 
nanche espoete  tra  diversi  teoremi  saUe  sezkmi  cenklte  pidiUicati  con 
tllro  opuscolo. 
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per  la  (PJ  fremii 

) =<(<»•  + 2«)i 


cioè 


dipode  riaulta 


11* =t(tm-t-an) 


(L") 


cV  è U stessa  eqaaùone  rìUTata  pili  sopra  per  due  altri  diversi 
procedimenti . E se  riflettasi  , che  presentemente  non  si  è ava* 
to  bisogno  di  ricorrere  alle  espressioni  assegnate  nel  18,  per 
le  coordinate  de’  ponti  di  contatto  in  funzione  di  quelle  del  pun- 
to di  concorso  delle  tangenti , si  riconoscerìi , ebe  quest’  ultima 
atdusione  , ridotta  ormai  ad  intnisione,  superi  di  gran  lunga  le 
altre  due  per  semplicità  , e per  chiarezza. 

Ma  non  sono  queste  le  sole  vie  che  la  Geometria  ne  addi- 
ta , per  facilitare  la  soluzione  del  probtenu  di  cui  ci  siamo 
occupati  a chi  sia  in  essa  conve^volmente  esercitato  , e 
sappia  apprezzarla.  Ma  ben  altre  ancora  ne  offre  ; e , nel  ca- 
so presente , pur  semplicissime  e piane  . Di  fatti  chi  non  ve- 
de , che  anche  ora  potrebbesì  utilmente  applicare  il  teorema 
accennato  al  $.  1U  ? Noi  et  dispensiamo  da  questo  assunto  per 
non  essere  infiniti  ; ed  invece  passeremo  ad  esporre  una  ele- 
gante soluzione  di  questo  problema  , condotta  per  le  pure  vìe 
dell’analisi  moderna  , e che  sorge  da  quanto" abbiamo  osser- 
vato ne'5§.  11  e 12. 


§.  26.'  Bipiglieremo  a tal’  effetto  le  equazioni  (E)  , (F^ 
del  J.  19  , cioè  lo  ' _ ' 
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■ (*"-«)  j ’ 

a •—  t } 

, . ‘ »>’  est  mz'  + anz  ' 1 

i/’  c=  uiz'*  + suz'  / 

■ ■ ,/"•=  mz"*-f-  anz"  ' 

Stilappando  le  prime  due  , si  ha' 

c(  _ > ) _ i'(  z"  — z'  ) — v"z'  + v'z-'  z=  0 j 
e le  altra  - tre  , facendo 


z ^ 

p 

. » 7?  = '^ 

daranno 

r* 

r"* 

t SS  %n  — 
1 

' , > 
— mr 

i — mr'  1 

— in/'* 

r 

/ 

r" 

r = 

» 1 

— mr*  ’ 

1 — ,n/*  I 

— mr"* 

Sostituendo  queste  espressioni  nelle  (Q) , si  trorerh 

H 

a ( » + mrr"  ) — i(r  + r'' ) + anrr"  = o 
a ( I m/r"  ) ~ ~ ° 

'Eliminando  tra  queste  due  equuioni  la  r"  si  avrii  quindi 


( «TO  •+  2rt  ^ ry  — a bh'’~  a (niti  2n) 
r — r'  ’ h — b' 

bb'  — it(  nm  + ■un)  ^ 

OTTcro  , facendo  per  brerità  " — — p ( }) 

• bh'  — a f aM  2«  ' 

(•)  Si  osserrl  anche  ora  che  rcipresiìone  b—b» 

njo  è che  r ordioaU  del  punlo  di  coiweywwsa  tra  B , B'. 
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( ani  -f  2;i  ) rr<  — a = /3  ( r — / ). 

« - 

Polraiino  ori  rcslituirsl  ad  /• , r'  ì rì«pelli>i  valori — ^ —,  e 

f _ » , 

si  ottcr.'li  cosi 

( am  + 2n  ) — aw'  ^ zv'  — z'v  ) 

Questo  risultamenlo  per  le  espressioni  del  §.18  diverrà  poi 

= — I»  ( a — t ) ; 

donde  si  avrà  di  bel  nuovo  come  nel  $.  precedente 

— t ( <m  + 2n  )^  = n-  ( o — /)•  ‘ (!/") 

Vale  a dire  la  stessa  che  le  equazioni  (L)  , (L')  , (L")  rileva- 
te per  altre  vie  , essendo  superfluo  di  ripetere  , che  qui  1'  a , e 
fi  sieno  identiche  alle  * , fi  delle  altre  . ' ' 

27.  Per  compiere  in  tutte  le  sue  parti  l'esame  del  problema, 
che  ci  1m  occupali , ne  rimane  a rilevare  il  corso  , e le  affezio- 
ni della  curva  locale  a riguardo  della  curva  proposta  , o per 
meglio  d.rc  ne  resta  a compiere  la  discussione  della  sua  cqua- 
lioue  . E qui  siiremo  alquanto  minuli  non  solo  perchè  troviamo 
qualche  discor>lanza  co'  risultamenti  accennati  dall'  illustre  Pon- 
cilct , ina  anche  perchè  sul  caso  del  triangolo  è fondata  rasse- 
gnazione della  locale  jier  un  poligono  qualunque,  come  si  vedrà 
più  appresso. 

A tal'  effetto  svilupperemo  l’equazione  della  locale  , la  qua- 
le ordinata,  diverrai  > 

fi'u  — ( tufi'  -J-  n’  ) t’  — 2nl  ( j3’  — «n  ) — n’*'  = o (R) 

E dalla  ispezione  di  questo  risnilamento  rilevasi  ; 
r Che  il  centro  della  locale  aia  auU'  asse  OX  . 
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ir  die  il  suo  diametro  conjiigato  a qaeUo  , che  ai  dlatende 
su  questo  asse,  sia  parallelo  all'  asse  OY,  ossia  a CQ  conjugato 
ad  OC  Della  curra  data  (*). 

.111*  Che  la  locale  sia  iperbole  , ellitse,  o parabola  ^ secoodo- 
cbè  la  quaulilì  ni/3’  n*  sia  posiiìva  , negativa  , o zero.  £ di- 
peodcndo  questa  circostanza  dal  segno  di  m , ne  segue , che 
se  la  curva  data  h iperbole  , essendo  m positiva  , la  locale 
sari  iperbole  ( ftg.  !i0.  2!  . Se  poi  la  curva  data  h elUue  , 

essendo  m negativa,  la  locale  potrà  essere  iperbole  (^flg.  l'2.  i6. 
'/7  ) , eliitte  ( Pg.  13.  15  ) , o parabola  pg.  /•/)  , secon- 

Vtl* 

(■*) , cioè  , che  DA  sia 

minore  , maggiore  , o eguale  a CQ  semidiametro  coujugato  a 
CO  . E iìoalmoute  quando  sia  m = o , cioè  quando  la  curva 
data  è parabola  , risultando  negativo  il  cocllicieute  di  t‘,  la  lo^ 
cale  sarà  iperbole  ( pg.  48  , e 19).  ■ ~ 

IV.  Per  vedere  se  la  locale  incontra  1’  asse  OX  faremo  tesa, 
c risolvendo  la  equazione  , che  risulta 

( OT(3’  +»’)/’  + 2nt  ( jS*  — »H  ) + «’»’  = 0 , 

si  avrà 

— n(  ^ — *n)±Hp\J (fi'—  *{  *"<  + ■■2")^' 
w/9*  “t" 

(*}  Ci^  è chiaro  , manesudo  nell'  eqnarione  (R)  il  termine  in  irt  . 

(*']  Rammeoliamo  , che  l'cspressinoe  \ j — — equivale  in  gran- 

V m 

(Ictia  al  semidiametro  conjiigaio  a quello  che  nella  curva  dell'  equaziooe 
y*  =:  nur',  -p  2nx  si  dùtvmlv  sull’  asse  delle  a . - , 
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e*pressìone  , in  cui  cooTÌene  all’  oggetto  mmioare  se  il  ra- 
dicale sia  reale  o immagiuario  . Ora  è chiaro  , che  la  qiiantilh 
a(  am  -f  2n  ) rappresenti  il  quadralo  dell’  ordinala  , che  nella 
data  curva  corrispoode  all’  ascissa  « ; vale  a dire  è «(am-|-2n) 
r=  HA’  ( ftg.l3,  ìG,  17,  19,  20  ) ; e perciò  essendo /3'=DA’J 
se  il  paolo  J)  cade  dentro  della  curva  ( fig.  17 , 19  , SO  ) , 
dovendo  necessarìamenle  risiillare  DA’  < IIA* , sani  pure  < 
a(  si/i  -p  2n  ) , e quindi  il  radicale  sarò  immaginario  . In  que- 
sto caso  adunque  la  locale  non  potrh  incontrare  1’  asse  delle 
ascisse  , ed  i suoi  rami  saranno  rivolti  nel  senso  dell'  asse  OY. 

Se  poi  il  punto  D cade  fuori  della  curva  il  radicale  sarà 
semjHa  reale.  Ciò  é chiaro  se  DA  interseca  la  curva  ( fig.  15, 
16  ) , mentre  si  ha  sempre  in  questo  caso  DA’  > 11 V , e 
quindi  fi'  > am  -f  2n  ) . Ma  se  D.V  cade  fuori  della  curva 
( fig.  l'ì.  13,  14,  18,  SI  ) , questa  verità  si  rileverà  meglio 
dando  ad  m , ed  it  i loro  valori  effettivi  . A tal’  uopo  si  chia- 
mi no  ^ i semidiametri  CO  , CQ  ; per  1’  ellisse  sì  avrà  m 

1'  i>  • u I 9’  ' 9’ 

= 4 , n = — ; e per  1 iperbole  m =-J-  , n =. 

P P F P 

Laonde  il  radicale  diverrà 


per  r ellisse 

e per  l’ iperbole  ^ ^ 


(B) 

(f^) 


Or  se  DA,  come  il  richiede  ratinale  supposizione  ,'non  inter- 
seca la  curva  , il  binomio  (2p  — • «) , sarà  per  V ellisse^  una  quan- 
tità negativa  , quando  » sia  positiva  ; e perciò  in  questo  caso 
la  quantità  compresa  dal  radicale  (B)  sarà  positiva.  Che  w * sia 
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TregatÌT»  , quella  quaulUà  dÌTeoendo  /9*  -f  a ) , sa- 

rii  pure  positira.  Per  l’ iperbole  poi  , «e  « è posilÌTa  , il  bino- 
mio  ( — » ) sarà  quontilà  posilira  ; e perciò  positiva  Ma 

quantità  compresa  dal  radicale  ( T ) ; ed  ove  a sia  arativa  , 
la  DA  ritornerà  ad  intersecar  la  curva. 

Pel  caso  della  parabola,  esseudu  m=:i; , il  radicale  riducesi  a 
— 2»n)  , che  , per  • negativa  , diviene  + 2»»)  , »■ 
videntemente  reale. 

Dopo  arò  può  coocbiudersì  , che  se  il  ponto  D cade  al  di  fuo* 
n della  curva  la  locale  incoali'efà  l’ asse  delle  ascisse  , ed  i suoi 
rami  seguiranno  la  direzione  di  questo  asse  ; e se  D cade  al 
di  dentro  della  curva  , la  locale  , non  potendo  incontrare  I’  asse 
DX  , avrà  i suoi  rami  rivolti  nel  senso  dell’ asse  OY  . 

Per  iscorgere  se  la  data  curva  , e la  locate  s'inconlrlno , 
ed  in  quali  piati  , giova  considerare  l’ equazione  della  locala 
sotto  la  (brma 

*•  — + = — O* 

dappoiché  presentando  il  primo  membro  un’  equazione  parifbr- 
me  a quella  della  entra  data  , mostra  , che  per  ogni  punto  , 
-che  aia  comune  alle  due  curve  , il  secondo  membro  di  questa 
equazione  debba  esser  zero  .Ma  questo  secondo  membro  può  cU> 
ventar  terj  nel  solo  caso  di  t = • ; dunque  alla  sola  aacisaa  del 
{Minio  D possono  corrispondere  intersezioni  della  curva  colla 
locale  ; ed  in  conseguenza  due  intersezioni  tuli’  al  piò  potranno 
aver  luogo.  Inoltre  risultando  da  ceso  2*  membro,  in  qualunque 
nitro  caao,  una  quantità  aempre  positiva,  sia  che  si  abbia  a>  t, 
aia  che  ai  ablna  « < ( , è chiaro  che  ad  ogni  altra  ascissa  dì- 
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Tenti  da  » debba  corrìapondere  nella  locale  nn’orduiaU  aempro 
maggiore  della  corrispondente  ordinata  nella  data  curra  . Vale 
a dire  , che  all’  infuori  di  quelle  due  intersezioni  ( se  pure  haa 
luogo  ) , ogni  altro  punto  della  locale  starà  fuori  della  corra  . 
Che  perciò  quelle  duo  intersezioni  saran  due  contatti  , Or  tre 
casi  ]H>sson  darsi.  1°.  Che  I’  ordinata  DA  cada  fuori  della  cur-< 
va  , e quindi  non  la  incontri  aSalto . 2*.  Che  l’ incontri , o 
per  dir  meglio  la  tocchi  in  un  sol  punto  ; il  che  arriene  quan- 
do la  D.\  sì  distende  sull’  asse  OY  • 3* . Finalmente  che  DA 
cada  dentro  della  curva  , incontrandola  per  conseguenza  in  due 
punti . Nel  1*  caso  dunque  la  locale  , e la  curva  non  potran- 
no toccarsi  affatto  (flg.  li,  13,  14,  18,  il)  ; nel  2*  si  tocche- 
ranno nel  solo  punto  0 (ftg-  a ) (*)  ; e nel  3*  si  toccheranno 
in  due  punti , cioè  ne’ punti  H , II'  ( fìg.  15 , 16 , 17 , 19  , 
io  ) . Intanto  poiché  la  direzione  di  DA  è la  stessa  della  con- 
giungente  de’  punti  B , B'  , potremo  generalmente  conchinde- 
TC  , che  : h locale  , e la  curva  data  ti  toccheranno  in  due 
punti  , in  uno  , e non  ti  toccheranno  affatto  , ueondochè  la 
eongiungtnie  de’  dati  punti  B,  B'  interseca  , tocca  , o cade  ai  di 
plori  della  data  curva. 

Elssendo  dunque,  come  redesi  ad  evidenza,  del  tutto  acciden- 
tale, e non  necessaria  la  circostanza  de'due  contatti  Ira  la  propo- 
sta curva  , e la  locale,  non  sappiamo  intendere  come  l’ illuatre 


(']  In  questo  caso  avendosi  «=  o , V equa  sieoe  sari  priva  dell'ul- 
ttmo  termine  a'*';  ed  i noto  , che,  quando  ciò  si  verifica,  la  curva  , cui- 
questa equaiiooe  si  appartiene,  tocca  l'asse  delle  ordinate  Deli'origim 
delle  ascitte. 
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l*eDcelet , abbia  potuto  cosi  conclirudere  . . . um  aulrt 
vlion  cornque  , louchaiU  la  jrrimiere  ( cioè  U data  curva)  «a 
'deux  poinls  ; « ciò  lìpcleudoai  formalmenUi  ne'  due  teoremi , 
che  abbiamo  fin  da  principio  accennati , ne  induce  a credere 
che  aiflatU  circoalania  di  contatti  sieai  ritenuta  come  esaea* 
niale  , e necessaria  tra  la  data  curva  , e la  locale  ; dappoiché 
non  vedesi  altra  ragione  , che  a^esse  potuto  iudurre  a soggiu* 
gnerla  a’  due  teoremi  , i quali  r^gon  benissimo  MDza  di  essa  ; 
ma  non  conoscendo  de’  lavori  di  questo  distinto  geometra  su 
tal  proposito  , die  la  sola  enunciazione  de'  due  cennali  teore- 
mi , nuli'  altre  possiamo  affermarne.  lutaato  passeremo  ad  asse- 
gnare i determinanti  per  la  descrizione  effettiva  della  locale  . 


2S.  Suppongasi  , in  primo  luogo  , che  sr  abbia  m =s  o , 
cioè  che  la  curva  data  sia  parabola  ( fig.  18  , ^9  -)  ; in  tal 
caso  r equazione  (R)  riduceudosi  a 

— n't'  — — «n  ) — a'n'  ss  o (tl) 

dinela  un’  iperbole  , il  cui  centro  è dato  dall’  ascissa 


fi'  mn 
n 

la  quale  si  costruisce  tirando  ckl  punto  D là  De  parallela  al- 
ta sua  polare  pp  j mentre  questa  avendo  per  equazione 

. (V) 

quella  della  De  ad  essa  parallela  , sarò 


<cbc  , per  / SE  c , dò 


:Oe 


Digitized  by  Google 


5a 


S«rk  ^anqne  c il  centro  dell’  iperbole  . Inoltre  i snoì  nuitt> 
toti  essendo  paralleli  alle  rette  delle  equazioni 
fiu  — ut  =s  a 
/9«  q-  ni  = o 

il  cui  prodotto  equivale  ai  primi  due  termini  di  (U)  , saranno 
paralleli  il  primo  alla  (V)  , polare  del  punto  D,  cioè  del  punto 
( e , ) 1 1’  altro  alla  polare  del  punto  espresso  da  ( u « — jS). 

Vale  a dire  up  assintolo  sarà  la  stessa  De  ; e presa  Ad  r=  AD  , 
sarà  , com'  è chiaro  , cd  1'  altro  assintoto  , Assegnato  il  centro  , 
• gii  sssintoti  dell’  iperbole  , rimane  a trovarne  un  punto  . A 
tal'  effetto  pongasi  t =:  o nella  equazione  (U),  si  avrà 


e questa  espressione  indicando  il  valore  , ebe  acquista  l' j neU 
la  (V)  , polare  di  D , quando  vi  si  fa  a;  = o , mostra  che  il 
punto  N , in  cni  la  pp  incontra  1’  asse  OY  , sia  un  punto  det-> 
la  locale . ^ si  avrà  perciò  la  seguente 

ComroittioH  e. 

fg,  18.  Segnau  la  tangente  OY  parallela  a BB',  il  diametro  AO , 
e la  polare  di  D , ai  tagli  Ad  eguale  ad  AD  • indi  con-* 
dotta  De  parallela  a pp  , ai  unisca  cd  . 

li’  iperbole  tra  gl’  assiutoti  cD  , cd,  e che  passa  per  N , ta-< 
rà  la  locale  cercata. 


(')  n doppio  »«gno  mostra , ebe  prendendo  suir  tsM  OY  la  ON'  — Oif , 
sacbs  il  punto  N'  appartenga  alla  localo. 
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5.  29.  Se  il  punto D cade  dentro  della  parabola*  , non  li  h * ftg.  19- 
bilobo  di  rilevare  il  ponto  N ; dappoiché  la  locale  , per  ciò  , 
che  ai  è detto  nel  n*.V,  pam  pe’  punti  H , H',  ore  dippih 
tocca  la  parabola  data  : ma  è da  notarai , che  in  queato  ca> 
ao  l'iperbole  cade  dentro  l’angolo  DcD',  dovendo  i auoi  ra- 
mi eaaere  rivolti  nel  senso  dell'  asse  ddle  ordinate , come  ti  ò 
rilevato  nel  n*.  IV. 


$.30.  Se  nella  equazione  (U)  si  faccia  u s=  o , le  radici  della 
risultante  equazione 

n‘t‘  -f-  aji/(  /J>  — «n  ) •’«*  — o (X) 

eorriapouderaono  alle  ascisse  de'  punti  S,  S'  *,  vertici  di  quel 
diametro  della  locale , che  si  distende  snll'  asse  OX  , e sa- 
ranno costruite  dalle  tangenti  D/iS  , DpS'  condotte  alla  pa- 
rabola dal  punto  D ; e ciò  si  osserva  cbiarameute  ntettendo 
questa  equazione  sotto  la  forma 

«•(•  — <)*=  — »«/»’  (Y) 

dappoiché , chiamando  x',  y le  coordinate  del  punto  , in  cui 
usa  di  queste  tangenti  incontra  la  curva  , e ('  V ascissa  , che 
taglia  sull’  asse  OX , la  sua  equazione  essendo 

y/  szn(x-i-x')  . (Z) 


nel  punto  D ^ si  avrà 
donde 


fi/  csn(x  + x') 
fi'/'  s=  n'(  a -P  )’ 


ossia 


vuc'fi’  =:  »•  ( a 1'  )* 

Inoltre  uel  punto  in  cui  la  tangente  (Z)  incontra  1'  asse  OX  ^ 


* fig.  18. 


nveodoai 
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r uliima  equazione  dlTerrit 

— 2irt'/3’  = rt’(  • «'  )' 

Questa  equazione , e la  (Y)  non  differendo  ciie  nelle  sole  in' 
cognite  , debbono  avere  le  stesse  radici  ; e perciò  essendo 
OS  , OS'  le  radici  dell’  una  , lo  saranno  anche  dell’  altra  ; 
cioè  a dire  , che  i ponti  S , S'  segnati  dalle  due  tangenti  Dp 
sull'asse  OX  , corrispondono  a’  vertici  di  quel  diametro  della 
locale  , che  si  distende  sull’  asse  medesimo.  Potendo  dunque 
i vertici  S,  S'  di  questo  diametro  Cscilmente  assegnarsi , quan- 
do il  punto  D cade  fuori  della  curva  , rilevasi  ancora  per  que- 
sto caso  la  seguente  altra 

ConrosttioHt. 

pg-  i8.  Tirate  da  D le  Ungenti  DpS  , DpS',  e la  ppN  , si  rinven- 
ga OF  terza  proporzionale  dopo  OS  ^ ON  ; e congiunU  S'F,  si 
conduca  SE  parallela  ad  OF> 

L’ iperbole  descritU  col  lato  trasverso  SS',  e col  parame- 
tro £S  , che  la  tocchi  in  S,  sarà  la  locale  cercata. 

31. La  composizione  riporUta  pih  innanzi  al  $.  28  è al* 
quanto  più  semplice  di  quella  , che  abbiamo  ora  recata  ; ma 
quesU  è identicamente  la  stessa , se  invece  .della  parabola  sia 
data  qualunque  altra  curva  a centro , sempre  però  che  il 
punto  D coda  al  di  fuori  di  quest’  ultima  curva  ( Pg>  H , 
Ed  invero  tratUndo  1’  equazione  (R) 
come  la  ( X ) nel  §.  3o  , si  vedrà  , che  i vertici  di  quel 
diametro  della  locale  , che  distendesi  sulfassc  OX  , corrispoo» 
dono  sempre  a*  pnnU  S , S'  secati  su  di  esso  dalle  due  tan- 
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g«n  ti  ì inoltre  facendori  (30',  si  ha 


Ita 


e Tedesi , che  questa  espressione  sia  benanche  il  ralore  , 
che  acquista  V y nell’  equaaione  della  ■ polare  di  D , espres> 
sa  da 

/9/  «a  *(am  + M (a) 

quando  si  fa  x = 0 ; perciò  anche  in  questo  caso  il  punto  N , 
in  cui  la  pp  incontra  l’ asse  0 Y , è un  punto  della  curva  . La- 
onde , qualunque  sia  la  curva  data  , purché  il  punto  D ca- 
da al  di  fuori  di  essa  , avrassi  la  seguente 

I - 

Con  ro$ixi«jri 

Trovata  OF  tersa  proporzionale  dopo  OS,  ON,  si  congìunga  * ftg.  i3, 
S'F  , c conducasi  SE  parallela  ad  OF  . Sarà  SS'  il  lato 
trasverso  della  locale  , ed  SE  , tallente  in  S , ne  sarà  il  para- 
metro . 

Questa  locale  poi , per  ciò  che  si  è detto  nel  n.°  111  sarà  i- 
perbole  , 0 ellisse  a misura  che  sia  DA  inìnore  , o maggiore 
di  CQ , se  la  date  curva  fe  ellisse  ed  iperbole  , se  la  cur- 
va data  sia  iperbole  . Che  se  DA  sia  eguale  a CQ  * , sva-  * fig.  14, 
uendo  il  punto  S'  , la  locale  sarà  parabola  ; ed  in  tal  caso  la 
F£  risalterà  parallela  ad  OS, 

32.  Questa  composizione,  non  re^e  se  il  punto  D cade 
dentro  della  data  curva  ; ma  in  tal  caso  si  rifletta  , che  doven- 
do esser  toccata  dalla  locale  ne’  punti  H , H'  ( fig.  17^  $0  ), 
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come  si  è Tediato  ne)  n.*  V,  queste  due  eurre  STnnno  ìrì  co- 
mani  le  Ungenti  IIR  , H'R  . Quindi  essendo  sempre  N nn 
ponto  della  locale , sarà  snOìeiente  nn'  altro  ponto  per  poterla 

2n 

descrirere  . Per  trovarlo  neirequaxione  (R)  pongasi  t = — — ì 

siffatU  posizione  la  ridurrà  ad 

n'(  «m  4-  in  )' 


U'  1 


donde 


. «(  MI  -f-  IB  ) 

filli 

espressione  equivalente  al  valore  dell’^  nella  (a)  polare  dì  (D) 

pel  caso  di  x = — s 00'.  In  conseguenza  il  punto  M , 

io  cui  la  pp  inconlra  la  Ungente  O'.M  è un  altro  punto  del- 
la locale . Quindi  si  avrà  la  scgucute 


ComrosiztoiTB. 


Jlij.  i7.  Si  segni  la  pp  polare 'di  D , che  incontri  in  N , M le 
due  Ungenti  tirate  alla  daU  curva  parallele  a BB! , e si  ap- 
plichi al  punto  H . la  Ungente  HR  . 

L’  ^rbole  , che  passando  per  N , M,  tocca  in  II  la  IIR  , 
sarà  la  locale  cercaU  . - . 

33.  Se  vogliasi  il  centro  della  locale  esso  sarà  dato  dal- 
I'  ascissa 


I ss  — f« 


fi'  — M 


Per  cosUùila  porremo  qnesu  espressipne  sotto  la  forma 
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, ■ ' ■ . "fi  ' fi  * K •'?  V '"T 

or  ti  reée , cbc  queste  ;t  «a  F ascim  ddl  puate  4'  ìmoo* 

4ro  <li  due  rette  date  per  le  eqnaxiom  ' 


m/3'  + n* 

->-/3as  -f  . 

«fi 


7-? 

n> 

■ ■ • 


4. 

- (-)  ' 


A oostmìre  la  prima  di  queste  rette , n poaga  oella  sua 
'quatioue  x a;  • , e risultendo.  j ar  ^ , ai  rarrìsa  , eh’  essa , te- 
glia sali'  asse  pv  la  parte  OT  ss  /3  s AD  ; che  però  T ne  sarà  fig.  n. 

uo  punto  ; e per'trorarae  un’  altro  « iÌMMsia'xae — — ; 

risttlterh  oosl  < y ss  — — 

•'  mfi 

che  dinota  il  Talora  di  y nella  (a)  , polare  di  D , pel  casa 
'»  • 

•di  X = — — - . Segue  da  ciò,  che  il  punto  K , in  cù  la 


pp  incontra  CQ  , aemìdiametro  conjugato  ad  OC  , sia  un  altre 
ponto  della  retta  (ò),  la  quale  sarà  perciò  rappresentata  dal- 
ia KT  . La  (c)  indica  poi  eTideotmnenle  la  parallela  condotte 
per  N ad  OX  . ^Adunque  per  assegnare  il  centro  si  taglierà 
OT  3=  AD  , ai  congiungerà  TK  , e condotta  NG  parallela  ad 
0\ , ti  penerà  la  NG  da  O io  e ; Mrà  e il  centro  della  le- 
naie  (*)  . 


(*)  U centro  deRt  Igeale  può  piò  fscii mente  t»e*n*r»t  qtjtndg  H 
.oueto  0 cade  al  di  teert  dallt  curri . dtppoiehè  ceso  Irvraaiia  qum 

8 


■N 


Sft 

lì,  . $.  S4.  Se  , dopo  «ver  oHonvto  il  cestro , d Toleeeero  tu*- 

gure  gli  aMÌntoti  della  locale  , ore  ne  abbia  , il  che  ne  &cilìta 
la  deacrixione  « baat^  rìcerenre  in  qnai  caai  le  Uqigenti  nelVa 
etUemiU  del  lato  libero  del  triangolo  W'V'"  poatono  dÌTCùc 
parallele  , dappoiché  gli  aaainloli  aaraimo  appunto  a queste  laa< 
genti  paralleli  (*)  . Or  ^i  è chiare  ^ che  , per  la  circoatanan 
soddetta,  sia  necessario,  che  il  lato  libero  VV'  prenda  tal  silo, 
da  risultar  diametro  della  curva  ; ed  è poi  nutuifesto  arer  eiéi 
luogo  quando  il  lato  assoggettato  a passare  pel  dato  pun- 
to D , sia  parallelo  ad  OX  ' ■»<  ’'«(  ' 

^ Tirata  adunque  la  UtaMl^  parallèla  ad  OX , nno  de-' 

gli  assintoti  aaii  parali^  fllà  flb^ìité  ih'V'  . E poiché  con- 
dotta la  corda  V'?  parallela  a VV"',  risnita  il  tfìai^olo  rV'V"' 
fornito  delle  stesae  condizioni  del  triangolo  VV'V'"  , 1’  altro 
assintolo  saré  parallelo  alla  tangente  in  \"'  . Che  se  la  pnral- 
• (eia  condotta  pel  punto  D ad  OX  pon  interseca  Is  curva  , «H 
assintoti  non  svrando  luogo  , e la  locale  saré  ellisse  , come  é 
stato  gié  diversamente  rilevato  al  27  n.*  IH.  E quante  volte 
l’ incontraase  in  un  spi  punto  , toccandola  ( fig.  44  ),  la  locale 
9aré  parabola . 

sto  esso  , cerne  beo  si  comprende  , nel  ponto  medio  dolls  SS' , ( fg, 
n.  ta.  ti.  tt , 18,  il,  ) , eh'  è la  porsione  hrterposU  sai  dUine- 
tra  OO'  tra  le  duo  Ungsali  Dp  . Ma  se  il  ponto  D esista  dentro  del- 
la curva  ( ff.  n.  }.  mancando  lo  tingenti  , il  centro  delli  locale  non 
può  egualmente  ottenersi , e eonverri  sDors  ais spirto  «cnM  si  è qui 
sopra  indicalo, 

< n Si  vegp  nella  noUrs  aseraoHa  sullo  polari  Muirés  rscqsmcAa  la 
nonna  data  per  ssasgnaro  glissi totoM  doli' ipsthola  . 


A 
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36.  Aveodio  com^uUmeote  emniiuiU  It  oitun  , il  corco, 

* )e  affezioni  della  locale , di  coi  ci  aiamo  occupati,  relalire  al* 
fa  cum  proposta,  conriene  che  si  noli  un  caso  , che  merita 
.particolare  attenzione  , ed  è quando  si  abbia  j3  o , b che  vai 
fo  stesso,  quando  il  ponto  D cada  in  A . In  tal  caso  la  (H)  si 

' ' ' ■ i - 

ridurrà  ad  ^ r’  ^ . 2o/  ) =t  o 

•saia  a ,((  — «)'=Ba 

« * - ' . • I 

d'oada  . - " ' < as  a 1 

Vale  a dire  , che  in  tal  caso  U locale  finisce  di  essere  una 
curva , e si  riduce  ad  una  tetta , eh’  è la  stessa  BB*  . Ma 
quando  ai  ha  /3  s=  o , si  h visto  al  6.,  che  i due  punti  B , B' 
aon  tali , che  la  polare  delF  uno  passa  per  1’  eltro  ; potrà  dua* 
que  de  àò  ricerani  il  segneote  ‘ > 


T M » M B m J 9' 

• a ' . A » 

: Se  due  Imt*  4i  uu  triangolo  variaòìk  iecriUo  in  una  vunm  e e* 
ntea  ciroolàHii  caeUuUemetU*^  intorno  a due  punti  tali  , che  la  po'- 
tan^deir  uno  paui  per  t altro  f il  luogo  del  concorso  delle  tan- 
genti nelle  ertrermtà  del  tato  Ubera  torà  la  eongiui^nte  da'  pun- 
^ ti  medetùm . , 

..  USI  I.H  ..I  >■  t"  ■ i ■ . ' 

$*.’  36./ fìseotlto  iholtre  evidentè' , che  'debbb  in  queato  Caso  il 
lato  lihéro  paSaaiv  àhch’  eim  peà  ihi  dato  ponto,  polo  tifi  quelte 

'congiimgeoio  j^i^’anà  r altro  • ^ 

-1,7  el  41.(161  , •(•  j . I ...  (■  .-..•..r  ■ ;.  j'(  I 

. . Drb  . ..1  la-,  juiri  f jO'v  f Tjrt'.  s 
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S«  dti$  tali  di  tot  triangolo  wriahiU  itcriUo  in  una  curva  co* 
niea  eircoUno  coolonlemtnle  intorno  a due  punti  tedi  , cA«  la  pa^ 
laro  dell  uno  patri  per  T altro  ; il  lato  libero  pasttrà  ancK  tota 
per  va  dato  punto  , poh  della  eongiungetUe  de  due  punti  dati  .. 

$.  37.  Se  li  jM'oponeue  d' Ucrìvere  un  triangolo , i coi  lati 
panar  doveuero  per  tre  punii  coiiflatlamenle  conduiooati  » 
il  problema  sarebbe  eTÌdentemenle  indeicminalo  ; il  ebe'IW 
rilevato  la  prima  volta  sol  cerchio  dall’  egregio  prof.  Scoria  , 
nella  toUiiione  da  lui  data  di  questo  problema  Rn  da'  tempi 
^lla  pubblicazione  degli  OputeoH  della  icuola  del  Fergola^ 
seguila  nel  1810. 

Assoluta  la  ricerca  pel  caso  dcl  iriMigo^  , passereoio  ad  oc-> 
ruparci  della  qnistione  generale , proponendoci  il  seguente 

s PjlOIVt£JI4l\. 

Pg.  J.  38.  Un  poligono  «ariabite  tia  itcriUo  in  una  curva  contea 

con  tal  legge  , òhe  ttdt’  i tuoi  lati  alt  (Ufitori  di  un  telo  , patf^ 
tino  per  punti  dati  ; ti  cerea  U luogo  del  coneono  delk  tangen- 
ti nelle  eitrtmtà  del  lata  Ubero  . 

Suppongasi,  per  poco,  ebe  il  poligono  sia  un  quadrilatero,  e 

tappresenlaiulolojcon  VV'V''Yf'',p  «iage  * 

gli  aUii  tre  lati  reepcttivamcnlf 

p«’  dati  punti  B , B',  B''  . Ciò  pósto  , si  pec  assi  quv 

lonque  diametro  , e la  tangente  al  suo  verlice  , lalchh  la  enr- 
Ta  posaa  essere  rappresentata,  come  per  lo  ianansi,  dall’  equa' 
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^ooe  generile  y*  =*  «•*'  + 

e H aMomano  le  sdenti  indicaiioni 

V (a  , e ) 
(»',»'  ) 
V"(a"  , 

V'"(  a'"  , v"'  ) 

, ^ 

Fioalmeote  il  psato  di  concono  d^a  tangeoU  nelle  eatremiU 
del  lato  libero  W'  aia  dinotalo  eoa  ( I , m)  ; 1’  eqaaaione  di 
questo  lato  sarà  per  tid  modo 

^ = a;(r« + •»)  + <»  (B) 

a queUe  degli  altri  lati'vV'",  V'^V",  V"V'  saranno 


B(«  ,i  ) 

K pinti  ^ ,6'  ) Pt' v»tm 

B"(  a"  , h") 


yr, 


( * — » ) 


v" 


y — y”  = -77 :r-  ( * — »" 

■'  I a"  — a' . I t 


) 


Bussando  - dnnqM  questi  lati  per  B , B'  , B"  ti  aTrannq  dalla 
loco  eqnaaiooi  la  seguenti  . 


(C) 


6(*  - 

i"0 

— a 

(e  — 

v'") 

a e'"  — 

e a'"  \ 

a") 

tif 

* 

a'"/'  — 

»'.) 

— a" 

a'V  — 

/V,  ) 

Or  pongasi  • 

- 

r = 

1 r» 

t 

a 

Va' 

i » 

**  1 
) 

V"'  *= 

» \ 

\ 

m 


Digitizéd  by  Google 


6br, 


• che  regge  per  (A)  T eqnaxioM 

t>*  — ma*  2m 

coabioandola  eoo  v s ra  , ti  avrò 

r ' 

3jir 

r*  — « » 

r*  — m 

c similmente  si  rilevaebbe 

. »* 

am' 

* ” r*  — « I * 

7*  — m 

f"-  ” t"- 

a«r" 

— r'''-  — m ’ “ 

r"*  — m 

s"'—  . 

anr"' 

r""  — I 


Colla  aoatitaxioDe  di  qneati  ralori  oello  tre  equaiioni  (C)  , etM 
dÌTerranoo  , dopo  le  cooTeneroli  ridaiiooi , 

A ( r + r'")  a(  m + rr"')  =.  m i 

y ( r"'+  — a'(m  + r'"r")  = a*  > (E) 

A"(  r"+  r'  ) — «"(  m + r'V  ) =s  a»  ^ 

tolanto  ai  oaserri  , die  se  tì  fossero  pifc  lati  , e pih  peitti 
dati  , si  avrebbero  altrettaate  eqaaaioiii  , tutte  ddia  stesse 
(orma  delle  precedenti , vai  quanto  dire  ciascuna  contenente 
4«e  sole  indeterminate  a primo  grado  . Quindi  qualunque  sia 
il  nninaro  di  qneste  equaxioni , e però  qualunque  il  numero 
de’  lati  del  poligono  , V eliminata  nelle  sole  indeterminate  r , r', 
che  cosrispoadono  alle  estremiU  dd  l.ilo  libero  , .dovrìtsem? 
pe  risullax  della  forma 
. 


Ar/  + Br  + Cr  -f-  D = e 


(f) 
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r ’ * > ' ^ 

£ poiché  ù ha  r = — , r'  si  — 7,  T nltuna  eqtiazione  divenh 
^ sa 

Aw'  + 4"  C»'*  + Du'  — 0 (G) 

Or  dalle  etpreMÌoai  delle  coordinale  de’  punti  di  contatto  ia 

fon  xìone  delie  coordiaate  dd  punto  di  concorso  delle  tanfeu- 

U ■)  rilegale  ai  $.  18  > deduceodon 

, a*/(  /m  4-  aa  ) , a’I* 

fv'  ss  — — ' , « =3  ; 

_ HUI*  y — "•“* 

n'Ku-s)  ^ „ -JÌJL±_L) 

— «o’  — <»«'  . 

sostituendo  queste  espressioni  nella  equazione  ( G) , tpilo  il 
httor  comune  . ” . , essa  si  ridnrrli  ad 

q‘  — mu‘ 

A(lm  + 2")  + + “(®  + C)  = s(B  — C)  ^ 

a restituendo  ad  s il  suo  valore  si  avrà  in  fine 

^A(^m+2n)+D^+u(B+C)^■=  —t{(m  + 2n))(B-C)’  (H) 

equazione  ad  una  linea  del  2.*  ordine  ; da  che  risalta  il  se- 
guente 

T S O M M M A 11 

Se  tyti  i laU  di  un  poligono  vetriabile  iscritto  in  una  cuna 
sonica  circolino  ,•  alt  infitori  di  iato  , intorno  a punU  dati  ; 3 
Imago  del  concorso  deUe  tonanti  nelle  estremità  del  lato  libere 
enrà  tal'  altra  curva  conica  . 


« 


DalU  DoU  del  $.  49.  ei-dedarrìi  poi  l’altro 

T K 0 * M M à 12.’. 


St  itM  i tpeHiei  di  un  poligono  variabile  eàx*»eriUo  aé  ma 
curva  conica  percorrano  , aW  infuori  di  u»  kAo  ^ rette  dmu 
^i  liu  ; il  vertice  Ubero  percorrerà  anch'  otto  un  altra  curva 
cornea. 


£ la  teorica  delie  polari  reciproche  ai  a?rk  finalmeota 


T t 0 a g m 4 13.’ 


Se  tuli'  I lati  (K  un  poUgono  variabile  itcriUo  in  una  curva 
conica  circolino  , alT  infkori  di  imo  , iiUomo  a punti  dati  ; il 
lato  Ubero  sarà  nel  atto  moviniento  continuameiUe  tangente  ad  im’ 
lUtra  curva  conica. 


39.  Che  se  i ponti  dall  aleno  per  drillo  , preodeodo  per 
' aaae  delle  j la  tangente  parallela  alla  linea  su  cui  ai  trovano 
questi  punti , essi  avranno  comune  l’ aaciaaa , e le  eqeasioni 
(E)  diverranno  in  conaeguenaa 

t ( r r"')  — arr'"  om  .f-  2a 
y ( r'"  + r")  — om  + 2« 

, b"  ( r"  y ) — or'  r = am  -f-  2« 

td  altre  eqoaaioni  di  sMiil  forma  ai  avrebbero  se  i punti  dati 
fossero  io  nnmero  maggiore.  Per  tanto  , ove  ai  tratti  del  qua* 
drilaiero  , convecrt  rilevare  l'  eUainata  ut  r , r'  dafie  tre  ••• 
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prm<)detle  eqaaùoni , «d  «ffettnando  il  calcolo  , si  trorerìi , scri- 
Tcndo  por  breviU  p in  luogo  di  (am  4*  2n)  , 

4.  ( M'  _ hb"  — h'b"  —pa)an^ 

4"  ( pab  — pab'  4"  p*à>"  bb'b''  ) r 
+ { pah  — pab'  -t-  pab"  — bb'b"  ) / 

4-  ( M'  — bb"  4.  l/b"  —pa)p 

«quazione  , che  , come  vedesi , può  ridursi  alla  forma 
Aarr'  4-  Br  4-  Ap  =10 

Paragonando  i coefficienti  dei  termini  di  quest’  ultima  equazio- 
ne con  quelli  della  (F)  , risulterà 

À = Aa,  B = C,  D = Ap 

Quindi  r equazione  (H)  si  trasfermerk  nell’  altra 

Aa  (tm  4-  2«)  -f-  pAt  -}■  2Bu  = 0 ' 

OTTero  , restituendo  a p il  suo  ralore  (ani  -(•  2it)  , in  questa 

Aa  (tm  4-  2«)  4"  At  (om  4*  2n)  2Bu  = o ( I ) 
eh'  è ad  una  retta  . E perciò  : se  tre  lati  di  un  quadrilatero 
iscritto  in  una  curva  conica  circolino  interno  a tre  pu/iA'  dati 
in  linea  retta  ; il  luogo  del  concorso  delle  tangenti  nelle  estre- 
mità del  lato  libero  i una  retta  data  dì  silo  , Or  nella  ( I ) fac- 
ciasi u = 0 , si  avrà  t = — ; la  quale  espressione 

dinotando  il  ralore,  che  acquista  la  x nelle  equazioni  delle  pola- 
ri de'  tre  punti  dati  (*),  allorché  in  esse  la  y diviene  zero,  ne  se- 


(*)  Le  equaitoui 
rsUa  , sona 


delle  polari  de’  tre  punti  dati , par  esser  questi  in  Uosa 
yb  =x(em4-a)'4-<><i 
yb'  = x ( am  -^-n)  + an 

fò"  = • ( a»  4“ 
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fue  , cbe  U retU  (I)  debba  panare  pel  ponto  in  cui  a'  iocoatra- 
so  le  polari  raedetime  , cioè  pel  polo  della  retta  , che  li  oob> 
tiene.  Ma  queate  conaegueoae  non  aono  particolari  al  caao  dei 
quadrilatero  , cioè  quando  i punii  dati  cono  al  Damerò  di  tre  ; 
esse  reriiìcanai  generalmente  , acmpre  che  i punti  dati  , eaaen- 
do  aiUiati  per  dritto , le  equazioni  (E)  aieoo  in  numero  im- 
pari ; il  che  eaige  , che  il  numero  dei  punti  dati  aia  impari  , e 
quindi  parilalero  il  poligono  . Da  che  deducesi  il  seguente 

T ‘ 0 K B M 4 14' 

St  tait'  i lati  di  un  poligono  parilalero  iscritto  in  una  curva 
conica  , circolino  , alt  infuori  di  uno  , intorno  a punti  situati 
in  linea  retta  ; il  lato  libero  passerà  anch'  esso  per  un  dato  pusS' 
lo  , situato  per  dritto  cogli  altri  (*)  . 

E la  nota  del  t9  somministrerà  V altro 

Tbobbis  4 15.' 

Se  tuli'  i vertici  di  un  poligono  parUatero  dreescritto  ad  una 
curva  conica  percorrano  , alT  it^uori  tU  uno  , rette  date  di  si- 
to , che  s’ intersecano  in  un  medesimo  punto  ; il  vertice  libero  per- 
correrà anch'  esso  una  retta  data  di  silo,  polare  di  questo  punto , 

E quando  in  esse  la  y diriene  sero  , ciascuna  detta  c ai  b eguale  a 
; il  che  mostra  eziandio  , che  queste  polari  amtersecano  in  un 

nm  q-  n 

medesimo  punto , polo  della  retta  , che  passa  pet  loro  poli . 

(*)  Questo  teorema  limitato  al  caso  specitle  del  quadrilatero  riproduce  4 
bei  teorema  dovuto  al  nostro  Plauti  ( P.  $.  17  ) . 
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40.  Qiwsti  due  teoremi  possono  assai  meglio  rilevarsi  geo- 
metrica meote  nel  segacnle  modo  . 

Sia  , per  esempio  PQUSTU  un  esagono  vnrinliìle  iscritto  in  fig.  24. 
una  curva  conica,  i cui  cinque  lati  PQ  , QR  , RS,  ST  , Tl,'  cir- 
colino intorno  a’  cinque  jjunti  A , B , C , 1)  , E , dati  in  linea 
retta.  £ poiché  da' punti  A ,<B  sono  inflesse  alla  curva  le  AQP, 

BQR  , se  condneasi  la  corda  PK  |>arallela  ad  AB  , la  KR  vi 
segnerh  un  dato  punto  U ( tcor.  1 . ).  Di  nuovo  per  ragion  del- 
le inflesse  IIRK  , CRS  , la  P.S  vi  segnerà  1’  altro  dato  punto 
H'  . Cosi  per  le  inflesse  H'SP,  DST  , la  TR  vi  segnerà  il  dato 
punto  li''  ; e finalmente  a causa  delle  inflesse  H"TK  , ETU  , 
la  corda  PU,  lato  libero  dell’  esagono  iscritto  PQRSTU  , dovrà 
passare  per  un  dato  punto  li'",  situato  sulla  retta,  che  contiene 
i cinque  punti  A , B , C , D , E . 

Lo  stesso  ragionamento  varrà  per  qualunque  altro  poligono  i- 
scritto  parilatero,  I cui  lati  sicno  assoggettati,  airiufuori  di  uno, 
a circolare  intorno  a punti  situati  per  dritto  ; e dalla  nota  del 
$.19  raccogliesi  poi  immediatamente  come  ne  dipenda  il  >/jr.  15. 

$.  41 . Per  render  compiuto  in  tutte  le  sne  parti  1'  esame  del 
probi.  IV  , rimarrebbe  a dedarre  dall'  equazione  (il)  la  natura, 
le  affezioni,  ed  il  corso  della  locale  a riguardo  della  data  curva, 
ed  assegnarne  i delemitnatili  por  1’  effettiva  descrizione  ; ma 
fortunatamente  pel  teorema  del  Flauti  di  sopra  accennato,  qua- 
lunque siesi  il  poligono , e quindi  qualunque  il  numero  dei  punti 
dati  , queata  ricerca  può  sempre  ricoudiirsi  al  semplice  caso  dal 
tiiangolo  ; e questo  caso  essendo  stalo  già  compiutamente  di- 
aeusso  , non  ci  resta  , che  a mostrare  in  qual  modo  coaiffatta 
ridtuioBe  abbia  luogo  . Del  che  eccone  succiata  etposixioae. 
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et$ia  per  ire  pumi  dati  B , B'  , B'*. 

fitji  95.  . Si*  VV'  il  Iato  libero  di  un  quadrilotero  variabile  VUTV' , 
iscritto  in  una  data  curva  conica  , i cui  tre  lati  VU,  UT,  TV' 
circolino  rcspctlivamente  intorno  a’  tre  punti  dati  B , B'  , B". 
Si  uniscano  due  qualunque  tra  essi  per  la  BB'  , che  incontri  in 
C la  pp  , polare  del  terzo  punto  B"  ; e tinsi  la  CTQ  . Or  es- 
sendosi da’  due  punti  dati  C , B inflesse  le  CTQ  , BUV  , poi- 
ché la  UT  , che  unisce  due  delle  sezioni , passa  pel  dato  pun- 
to B%  situato  sulla  BC  , la  VQ  , congiungente  delle  altre  due 
sezioni  , passerk  per  un  dato  punto  D , situato  sulla  stessa  BG 
( Uor.  4.  ) • Ma  i due  punti  C , B"  sono  tali , che  la  polare 
dell’  uno  passa  per  1’  altro  ; adunque  la  QV'  dovré  passare  pel 
dato  punto  P,  polo  di  B"C  ( lcor.3.  ) . E però  VV',  lato  libero 
del  quadrilatero  VUTV',  sarà  benanche  lato  libero  del  triangolo 
YQV,  i cui  lati  VQ  , V'Q  passano  pe’  due  dati  punti  D , P , 

' Bei  rMKTMONt 

cesia  per  quatlro  punti  dati  B , B‘,  B", 

fij.  26.  .Sia  sempre  W'  lato  libero  di  un  pentagono  VXUTV' , U 
scritto  in  una  cqrva  conica , i cui  rimanenti  quattro  Iati  cir- 
colino respettrvamente  intorno  a’  dati  punti  B , B',  B",  B'".  Si 
uniscano  i dati  punti  due  a due  , e le  congiangenti  BB' , B"B'" 
s’ incontrino  in  C,  d’onde  si  conduca  la  QUQ.  È chiaro  che  con- 
giungendo le  QV,  QV',  debbano  queste  incontrare  le  CB,  CB'" 
in  due  dati  ponti  D , D'  ( teor.4.  )(');«  p«t*  W',  lato  libero 

(')  Essendosi  condotta  dal  dato  punto  C I*  CU^  , e congiuoU  ^9  , 
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d«l  pentagono  YXCTV',  mA  benaoclie  Iato  libero  del  ruuilante 
triangolo  VQV'  , i coi  lati  YQ,  V'Q  paiaano  reapettÌTamea- 
te  pe'  dati  ponti  D , D' . 

Senza  donqne  procedere  pììi  oltre  , ai  Tede  chiaro , che  , 
qualunque  «a  il  numero  de’  dati  punti , va  sempre  ridotto  il 
caso  generale  al  caso  del  triangolo  , osservando  solo  , che 
quando  il  numero  di  que’  punti  sia  impari , cioè  parilatero  il 
poligono  , conveuga  introdurre  la  polare  del  primo  , o del- 
r ultimo  ; il  che  più  non  ricbiedesi  se  il  numero  de’  punti  dati 
aia  pari . 

E si  rarrisa  in  fine,  che  tutte  le  affezioni  dichiarate  innanzi  tra 
la  locale  e la  curva,  pel  semplice  caso  del  triangolo  , debbono 
egualmente  aver  luogo  nel  caso  generale  ; cosicché  desse  potran' 
no  toccarsi  in  due  punti , in  uno  , o non  toccarsi  affatto  ; e pò- 
trè  talora  la  locale  addivenire  anche  una  retta  . 

42,  Il  problema  del  quale  ci  siamo  occupati  finora,  condn- 
ce  per  analogia  a trattarne  un  altro  non  meno  specioso  , nè  men 
fecondo  di  veritè  geometriche,  che  sembrandoci  del  tutto  nuovo, 
o al  manco  oon  conoscendo  che  altri  siescoe  finora  occupato,  cre- 
diamo di  fkr  cosa  non  ingrata  agli  amatori  della  scienza , offren- 
do loro  quest’  altra  ricerca  , che  mena  a risnltamenti  ohremo- 
do  singolari , e degni  di  tutta  la  considerazione  de’  geometri  . 

QT',  veo|oaa  a risultare  due  qua driU tori  isoritti  QUXV.QUTV'.B  poiché 

Ita  Isti  del  primo,  QU , UX  . XV ^sssno  po'  tre  ponti  dsU  in  Uoes  retta 
C , B , B' , il  quarto  QV  passeri  pel  dato  punto  D , situato  sulla  stessa  ret- 
ta ( tssr,  4,  ) ; a per  la  stesaa  ragione  QV'  pastori  pel  dato  puota  P' , ti- 
Inate  par  drillo  eo' Ire  punti  C > B"  ■ B'"  , 
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PnotitMA  V. 

flg-  97.  Due  lati  di  un  triangolo  variabile  hciiilo  in  una  curra  co- 
niea  iti  mantengano  cotlantemente  paralleli  a due  rettè  date  di  si- 
to • si  cerca  il  luogo  geometrico  del  concorso  delle  tangenti  nel- 
le estremità  del  lato  libero. 

Sol.  Sia  VV‘  il  lato  libero  di  un  triangolo  VV'V"  isorilio 
rolla  proposta  condizione  in  una  curva  dell’  equazione 

y'  — nix'  -p  2ilt 

riferita  a due  assi,  un  de’  quali  sia  qualunque  diametro,  e 1'  al- 
tro la  tangente  nel  vertice  di  questo  (*)  . Chiamando  ( , u le 
coordinate  del  punto  U , concorso  delle  tangenti  in  V , V' , I' 
equazione  del  lato  libero  VV’’'  sarà 

yu  = X (tm  -f  n)  -p  tn 

c dinotando  al  solito  le  estremità  di  questo  lato  con  ( « , e ) , 
( z'  , , si  avranno  le  due  equazioni 

uv  =z  z (im  -p  rt)  -p  tn 

' , ut/  =:  z'  (im  -p  n)  -p  <it 

Inoltre  esprimendo  con  f , f',  i rapporti  , che  determinano  le 
ìnclinauoni  degli  altri  due  Iati  coll’  asse  delle  ascisse  , questi 
avranno  respetlivamente  per  equazioni 

. .»  V = f ( X — z ) 

y — v'  = <l>'(  X — z' ) 

indicando  dunque  con  z"  , v''  le  coordinate  del  vertice  da  essi 

(*)  Tra  poco  si  vedrà  per  qual  ragione  non  diamo  agii  assi  un  sito 
più  conTenieolemeate  determinato. 
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compreM  , li  «Trìi 


v"  —V  c;  ^ ( a''  — a ) 1 

(B) 

t/'  — »'  = (?'(  a"  — a')  1 

(BO 

Finalmente  esistendo  sulla  curva  i tre  ponti  V , 
avranno  per  essi  le  tre  equazioni 

V' , V",  si 

v'  = ma’  + 2«a  \ 

(C) 

«/'•  =:ma'*  + 2i»a'  \ 

•(C') 

»"•  = ma"’ + 2«z"  J 

(C") 

Or  le  sette  equssioni  (A) , (B) , (C)  cootengono  tutte  le  cod- 
dutoni  del  problema  , e convieue  da  esse  rilevare  uu’  equazio' 
se  solamente  in  (,  u , che  sari  quella  del  luogo  geometrico  cer- 
cato ; ed  a tal’  uopo  , senza  perder  di  vista  lo  sco(>o  , che  ab- 
biamo sempre  avuto  di  esaminare  i risultamcnti  , che  possono 
ottenersi  per  diverse  vie  , procederemo  all’  climiDazioDe  delle 
coordinate  dei  tre  vertici  V , V'  , V",  seguendo  dapprima  lo 
stesso  metodo  tenuto  al  $.  2.  Ma  per  rilevare  le  espressioni 
delle  coordinate  del  punto  ( v" , s"  ) in  funzione  lauto  delle 
coordinate  del  pnnto  ( s,  t»  ),  che  di  quelle  del  punto  ( i',  «/  ), 
additeremo  ancora  nn’  altra  via. 

Sottraggasi  ( C ) da  ( C")  , e nella  differenza 

(n"  -f  v)  («"—  i ) = m a’)  + 2n  (*"—  i) 

sostituiscasi  al  fattore  {v"  — f)  1’  espessione  f (z"—  a ),  che 
si  ha  da  (B)  ; risniterh  l’ equazione 

*(i"  — a)  (f''  + (a"‘  — *•  ) + 2n  (z"— * ) 
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che , divisa  pel  fallerò  (a"  — a)  , diverrii 

^ (•’”+  t)  ) ss  ni  ( a^^-f-  a ) 4"  2n  ) 

Nel  modo  stesso  , soltraeodo  (C')  da  (C")  , si  rtlerrì»  col 
meazo  della  (B') 

(f'  („"+  t'O  = m ( e"+  a'  ) +>  (ly) 

Avendosi  in  tal  guisa  le  quallro  equazioni  (B)  , (B')  , (D)  , 
(D')  , nelle  quali  le  v",  a"  trovansi  solamente  a primo  grado  , 
polranao  queste  esserne  facilmente  eliminate.  Di  fatti  eliminan- 
do la  v"  prima  tra  (B  ) , (D)  , e poscia  tra  ( B')  , ( D'  ) , si 
avrh  per  primo  risullamento 

f — ”»  ) — 2fv  4 2n 
9'  — m 


e per  l’ altro  a"  s=  * ^ ^ 


) — 2(pV  4-  "in 


(E) 


e da  ciò  1’  equazione 

9'“  — 4~ 

— m f '*  — m 

che  , sviluppata  , potrìi  ordinarsi  nel  seguente  modo 


( «•  — f ) ( a — s'  ) -K  )^«(z4.x')4-a»^|  _ 

— ) — am  ( f •<  — f V j J 

Sostituendo  ma  a a , a' , v , i valori  assonati  per  esse  nel 
18  in  funzioni  delle  coordinate  del  punto  ( ( , u ) , si  avi3  , 
dopo  le  convenienti  riduzioni  , la  seguente  equazione 
( »■  — )“  4-  ( f 

- ^ - ?*  ( f + ?')) 

.m  — <p')  4- ?»  ( ? 4- 


Digitized  by  Google 


1 


nS 

4 

U quale  potrii  mettersi  sotto  quest’  altra  forma 

-s{m-(^')q  («1+  ^0  - » (<P-  ?0  “ C«  + ♦♦')  S 
e quindi  ridursi  ad  ^ 

■ (j{>n- ^^0  - - ^0)(“t"+??')-  ?(?+?'))  =•  0 (F  ) 

Questo  risultamento  offre  due  relazlooi , cioè 

= o (G) 

“("•  + ??')-»(?  + ?')=  o (H) 

In  prima  delle  quali  dinota  una  sezione  conica,  a causa  del  radi- 
cale s ; r altra  una  retta  . E la  retta  , e la  curva  soddisferan- 
Bo  quindi  al  problem  a ; e ben  s’  intende  che  ciò  debba  verifi- 
carsi sotto  diverso  aspetto  , che  non  potrebbero  ad  un  caso 
identico  appropriarsi  contemporaneamente  due  linee  si  diverse 
tra  loro.  Ma  questa  circostanza  ci  riconduce  nello  stesso  scoglio 
della  prima  soluzione  del  prob.  11*  ( $•  19  e 20  ) ; vai  quanto 
dire  di  non  poter  discemere  quale  delle  due  linee  convenga  ri- 
tenere nel  senso  preciso  del  problema.  Per  tanto  mettendo  a 
profitto  le  considerazioni  che  allora  ci  fecero  ravvisare  i due 
casi  che  davan  luogo  ad  un  duplice  risnitsunento  , potremo  an- 
che ora  riconoscere  il  motivo  della  comparsa  delle  due  relasio- 
m(G),(a). 

$.  43.  In  fatti  dal  vertice  V''  del  Uùiigolo  W'V"  s’ in-  (ig,  28. 
tenda  condotta  la  corda  ordÌBaIn  all'  asse  OX  , e , 

oonginnla  la  VV"';  si  presenterò  per  tal  modo  a risolvere  l' al- 
tro problema  di  : trovare  il  luogo  del  punto  V , concorto  delle 

tangenti  nelle  ettremità  della  corda  VV,  lato  libero  del  madri-  , 

40 
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latero  vaiiablle  VV'V'V"^,  itmlfo  m una  curva  contea  con  lai 
Itgijc  che  I <uoi  rimanenti  tre  lati  tien  paraUeli  a tre  rette  deUe  di 
sito  (*)  ; ed  è chiaro  che  per  riaoWerlo  poiaa  leguirai  ideati- 
cameote  l' aealiai  espoaU  nel  problema  del  precedente.  E poi- 


(*]  Qomio  problema  , e la  «cguente  illatiooa  diMeodooo  dal  proUeraa 
propoato , in  quanto  che  nell'  analisi  recata  per  eaao  il  aito  degli  assi  è arbi- 
trario ; ma  se  gli  assi  aTestem  potuto  fin  da  principio  aceglimi  In  modo 
da  conrenim  escluaivamenta  al  caso  del  triangolo , la  aolaiioao  non  po- 
trebbe più  applicarsi  al  caso  del  quadrilatero  ; ed  in  consegueoia  non 
potrebbero  neppur  figurare  oe’  risultaoieoti  entrambe  le  relaiiooi  (G) , 
[H] . dovendo  il  calcolo  condurre  a quella  sola  , che  convieoe  al  primo  ca- 
so, cioè  a dire  non  dovrà  incontrarsi  il  (attore,  che  oompeie  alT altro  , 
Una  sedia  più  cuovenieiite  degli  assi  oelf  attuai  problema  si  prò» 
senta  invero  naturalmente  ( ma  scnia  che  se  ne  vegga  la  ragioan- 
volessa  ] a chiunque  ne  tenti  la  soluiione  ; dappoiché  non  eiiterd>- 
3$.  be  a valersi  a tal  uopo  del  diametro  OX  , che  passa  pe'  punti  medj 
di  uno  de'  due  lati  del  triangolo  paralleli  alle  rette  date  di  silo , e 
della  tangente  nel  ano  vertice  ; e ciò  batta  perché  la  solntiooe  npo 
aia  più  applicabile  al  caso  del  quadrilatero  , lo  fatti , riteueodo  pe'  pas- 
ti V , V'  le  iodkasioni  qui  sopra  assunte,  le  coordinate  del  verticn 
V"  saranno  s , — a ; ed  essendo 

y — 1/  ssV 

l'equazione  del  lato  V'V'',  nel  punto  V"  pi  avrà 

— a-»'  = v'{-— *') 

né  altro  rimane  a brsi  , che  sostituir  quivi  in  luogo  di  a , r' , a , a' 
le  corrtspondenii  espressioni  del  §.  18.  Il  che  eseguendo  si  oltiena  im> 
mediatamente 

— S«’«  ==  Sp'nw 

n . . i •. 

cioè  S — 7 

* 
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chi  ì dne  ponti  V",  V'"  hanno  comune  1’  ascissa  , esprimen- 
do tntlavia  con  ? , 9'  > rapporti  . che  detenninano  le  inclina- 
xioni  delle  corde  VV'" , V'V"  coll’  asso  OX  , si  otterrà  per 
qnest'ullimo  problema  un  risulUraciilo  identico  ad  (F);  e quindi 
le  atesse  due  relazioni  (ls)>  (H)i  che  yarranno  entrambe  a risol- 
verlo . Ecco  dunque  un  problema  coi  , al  par  del  ' primo , 
soddisfano  noa  retta  , ed  una  curva  ; e poiché , queste  linee 
ne'  due  problemi , ben  diversi  tra  loro  , sono  rappresentale  da 
identiche  equazioni,  ne  risalta  che  una  delle  linee  dee  .corrispon- 
dere ai  primo  problema  , cioè  al  caso  del  triangolo  ; 1’  altra  al 
accendo  , cioè  al  caso  del  quadrilatero.  Ma  quale  delle  due  lì- 
nee riaolyerè  spezialmente  ciascuno  di  questi  due  problemi  ? 
Non  essendo  valevoli  le  considerazioni  analitiche  a dectfecare  di- 
rettamente siffatta  ambiguità  , ci  limiteremo  per  ora  a semplice- 
mente asserire  cosrìspondersi  la  curva  al  1’  caso,  la  retta  al  2*; 

• , ratitueodo  ad  s U suo  valore  , risulterà  in  6ne  ' • 

«•  — »((i«+2»)= 

equaiime  ad  una  linea  di  3?  ordine  , come  sopra  si  è rinveouto . Qui 
dunque  il  silo  degli  usi  è stalo  valevole  a render  particolare  la  tolu- 
aiooe  del  problema  pel  caso  preciao  del  triaagolo  . Ma  noe  ò sempre  m 
questo  modo  ebe  può  riescire  di  ottenere  uà  tale  intento  , come  io  (atti 
awieDe  pel  quadrilatero  , ove  noo  ostante  , che  il  sito  degli  usi  si 
v^ga  Gauto  come  sembra  il  più  oppoitooo  , pur  tultavolta  la  toluziooe 
porta  seco  anche  i lisultameoU  , che  appartengono  al  triangolo  . Vedre- 
mo più  ionanai  come  posn  scanurti  cosiffatto  inconveniente  ; avverti- 
remo però  da  ora  in  generalo  , che  solamente  un  lungo  eaercUio  , e la 
soda  coooscenu  della  Geometria  degli  antichi  potaooo  lar  eorroonlare 
•U'  ansliits  gl' impacci,  in  cui  suol  trarre  il  metodo  poro  dello  coordinate. 


riserbutdoci  iodi  a poco  di  proTarlo  in  altra  guisa  . E ritenen- 
do per  Tcro  uo  tale  assunto  , passeremo  ad  esaminare  le  due  re- 
lazioni (G) , (H) . 

§.  44.  La  prima  di  esse  , restituendo  ad  s il  suo  ralore 
\l(u'  — < ( tfM  + 2n  )J  , diriene 

equazione  , die  paragonaU  con  quella  della  curra  proposU  , 

^*--x(3s»i  + 2n)=o 

mostra  , che  le  curve  rappresentate  da  queste  due  equazioni 
sieno  simili , similmente  poste , e concentriche  ; da  che  d«i 
dncesi  il  seguente 

Tao  arar  a i6*  • 

Se  un  triangolo  variarle  sia  iscritto  m una  curva  conica  con 
tal  legge  , che  due  dai  suoi  lati  si  mantengan  sentire  jMtnU- 
leli  a due  rette  date  di  sito  ; il  luogo  del  concorso  delle  tan^ 
genti  nelle  estremità  del  lato  libero  sarà  tma  curvo  conica  simi- 
le , similmente  posta  , e concentrica  alla  prima. 

E da  questo  teorema  rienrasi  poi  fac  ilmeote  1’  altro 

Tao  a arra  ‘H-’ 

Se  due  lati  di  un  triangolo  variabile  iscritto  in  una  curva  ccv 
nica  si  mantengan  sempre  paraUeli  a due  rette  date  di  sito  ; il 
lato  libera  sarà  continuamente  tangente  ad  un  altra  curva  conica 
simile  , similmenie  posta  , s concentrica  alla  prima. 


% 
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$.45.  Dalla  aeeonda  relaaioM,  cio%  da  (H)  , col  sMlituirvi  ia 
luogo  di  f il  ano  valore  ((m  n) , ai  oUiese  1’  eqaaziooe 

«(«+M' ) = (<”  + «)('?  + ?')  (*) 

cbe , come  vedeai , e^rime  una  retta . Faceodovi  « = o,  riauha 

a»  -f  **  <* 

d'  onde  la  — — 

m < 

la  quale  eapreaaioee  , dinotando  1’  aaciaaa  dal  centro  , la  con»r 
acere , cbe  la  retta  ( 1 ) aia  un  diametro  della  curva  ; e ai  ba 
perciò  il  aeguente 

T B OMt  m A 18’ 

Se  tre  Uui  di  un  quadrUalero  vanaide  itcrtUo  in  una  curva  ce* 
«ica  ti  mantengati  tempre  paraUeli  a Ire  rette  date  di  tilo;  il  con- 
corro delle  tangenti  nette  etltmiUà  del  lato  libero  tanà  una  retta 
data  di  tko  , diametro  della  curva  . 

E per  aaaegnarc  un  tal  diametro  baaleri  iacrivere  nella  curva 
un  qualnnqae  quadrilatero  , cbe  abbia  tre  lati  paralleli  alle  tra 
rette  date  di  aito  : il  diametro  condotto  pel  ponto  medio  del 
quarto  lato  aarà  la  locale  cercata  . 

Da  queat’  ultimo  teorema^ded acesi  il  aeguente  altro 

T P 0 *M  MA  19,' 

Se  tre  lati  di  un  quadrilatero  variabile  iterino  in  una  curva  co-< 
nica  ti  mantengan  tempre  paraUeli  a tre  tette  date  di  tito  ; il  lato 
libero  tara  ancor  etto  parallelo  ad  una  retta  data  di  tito  , eh'  è il 
diametro  conjugato  a quello  , che  patta  pel  auo  punto  di  tifeao. 
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46.  La  soluzione  algebrica  del  problema  , che  dk  luogo  a’ 
due  precedenti  teoremi , sark  sempre  scabrosa  ove  non  si  ricorra 
a particolari  arlifizj  di  analisi . Pur  lultavolla  essi  rimarranno 
più  agcTolmente  dimostrati , se  , togliendo  di  mezzo  l’ idea  di 
locale  , si  trasmuti  la  quislione  nel  seguente 

PnOWLSMA  4^. 

• I • 

Iterivert  ni  una  data  curva  conica  un  quadrilalrro  , i cui  lati 
sien  yaraUcli  a quattro  rette  date  di  tito  . 

g.  30.  Sol.  Si  prendano  per  assi  il  diametro  , che  passa  pe‘  punti 
medj  delle  corde  parallele  a qual  si  sia  de’  quattro  lati , per  e- 
sempio  a VV'",  e la  tangente  nel  suo  vertice  . Si  dinotino  con 
f ì f ">  * rapporti , che  determinano  le  incUaazkmi  degli 

altri  tre  lati  VV',  V'V",  V"V'"  coll’  asse  delle  ascisse  ; s’ in- 
dichino con  (z'j  t/),  ( z",  t/’  ) i tre  ponti  V , V', 

V"  ; il  quarto  V'"  sark  espresso  da  ( z , — o ) . E dopo  ciò  , 
la  curva  , ed  i tre  lati  avendo  respeltivamenle  per  equazioni 
y = mz'  -f  2rt» 

/—«'=?  (*  — a ) 
jf  —v=q'(z  — z') 
y — z'O 

poiché  1’  ultimo  di  questi  lati  passa  pel  ponto  V'",  cioè  pel 
punto  ( z , — V ) , si  avranno  per  la  risoluzione  del  problema 


le  seguenti  equazioni 

v'  —V  = ^ (z'  — z) 

(K  ) 

t/'  — t>'=(p'(z"—  z') 

(K') 

— V — u"=r'(a  — s") 

(K") 
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t>"*=  m»"*  + W'  (L") 

dalle  quali  coDTieoe  ricavare  un’  elimioata  ad  una  incognita , o 
tutto  al  più  a due  incognite  coordinate  . 

A tal  effetto  sommioti  (K)  con  (K') , e poi  ai  moltiplichino 
1 i due  membri  dei  riaullamento 

— t.  = <f  ( a'  — z)  + ♦'  ( a"  — *'  ) 

per  i due  membri  di  (K")  re«pettÌTamente  ; ai  avrà  dopo  ciò  , 
in  virtù  di  (L) , ed  (L'  ) , 

"•(*+*")+  2rt  =s  (a'— a ) + ^'  (a"__a')^  (M) 

Nel  modo  atesao  aggregando  (K')  con  (K'')  , e moltiplicando  il 
riiultamento  per  (K) , ai  aviù  , col  meato  di  (L) , e di  (L') 

m ( a'  + a ) + 2a  sa  t («'(»'-*")  + ?"(*"-*  ))  (N) 

Sottraendo  ora  (N)  da  (M)  , la  differenaa 
m (a'-a»  ) = »'?"(*'-  a")  - '(*'  - *")  “ *") 

per  le  convenevoli  riduzioni  dìverrk 

m ss  «V'  — W — W" 

relazione  , in  cui  non  figura  alcuna  incognita  . Bisulta  da  ciò  , 
che  il  problema  proposto  aia  più  che  detarminato  ; e quindi  il 
sito  del  quarto  lato  del  quadrilatero  dipnnderù  da  quello  d^li 
altri  tre  • In  conaegnenta  se  tre  de’  suoi  lati  sicn  paralleli  a tre 
rette  date  di  aito  ; il  diametro  corriapondenle  al  quarto  lato  sa» 
là  dato  di  aito  : ed  assegoato  no  tal  diametro  il  problema  di- 
verrà indeterminato  ; cioè  a dire  , che  : 


8« 


Se  iscrivasi  in  Una  curva  conica  un  guadrilatero  , che  abbia 
tre  lati  paralleli  alle  tre  rette  date  di  sito  ; il  quarto  lato  , comune 
que  varj  un  tal  quadrilatero  , sarà  sempre  parallelo  alle  ordinato 
del  diametro  , che  passa  pel  suo  punto  medio  . 

L*  qual  cons^enuL  riproduM  immediaUmenle  i due  teoreaì 
18,19,  rimaDendo  per  tal  modo  comprovata  la  propoaiziooe  , 
aasuota  in  fine  del  43  , ove  fu  detto  che  la  locale  cercata  nel 
problema  V.  era  una  curva  . 

47.  Dopo  aver  esaminato  il  problema  proposto  ne’  casi 
speciali  del  triangolo  , e del  quadrilatero  , passeremo  a gene- 
ralizzarlo per  un  poligono  iscritto  di  qualsivoglia  numero  di  lati 
paralleli  ad  altrettante  rette  date  di  sito  ; ma  sarh  opportuno 
di  prima  risolvere  geometricamente  i due  problemi  che  ne- 
gli anzidetti  due  casi  conleogonsi  . Ond’  è che  esporrmno  la 
seguente 

Jhàusi  cEomBrateÀ  fee  la  sou/uoyE 

EEL  FMOMLEMA  V. 

Pg.  Si,  Sia  sempre  U il  punto  dì  concorso  delle  tangenti  nelle  estro- 
mith  del  lato  lìbero  W'  di  un  triangolo  VV'V",  che  al&bia  gli 
altri  due  lati  paralleli  a dne  rette  date  di  sito  , o , che  toma 
lo  stesso  , ordinati  a due  diametri  dati  di  sito  Cd  ,Cb  , 

Conducasi  la  corda  VR  parallela  alla  : le  corde  \y', 
V'Rsaranno  le  diagonali  del  quadrilatero  a lati  paralleli  RW'V''; 
quindi  esse  s’ intersecheranno  in  un  punto  T sul  diametro  C4 , 
e sarà  UT  parallela  ad  RV  (*  ) . Ciò  posto  si  congiunga  UC  ; 

Veg.  il  teor.  tu.  della  nostra  memork  — Ttormni  suUe  Sezioni  Co- 
niche , te. 
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U mtl»  de’  coDiatti  VV'  rimarrà  biawafa  in  T , e la  VT"  es- 
■endoìo  io  Q , sarà  YQ  prallela  a V'V",  osala  ad  UT  • Or  con- 
darasi  XZ  parallela  alla  slessa  UT  ; ed  essendo  le  CU  , CX  , 

CY  io  proporziono  coDlioua  , starà  CU  ; CY  ::  CU'  : CX’  \ 
ma  sta  CU  : CY  ::  CT  : CS  , e la  ragione  di  CT  ; CS  è data  , 
per  esser  dati  di  specie  à triangoli  CQT  , CQS  . Adunque  sarà 
pur  data  la  ragione  di  CU'  : CX'  , e |*crciò  anclie  quella  di 
CU  : CX  ; dor.de  rtdrsi , che  il  punto  U ne  locebi  una  curva  si- 
Kile  , e similmeole  posta  alla  data.  E ciò  dà  luogo  agli  stessi 
teoremi  16  , e 17  poc'anzi  rilevati  . 

1[.  48.  Ma  non  sarà  superfluo  di  qnl  accennare  due  altri  ini* 
portanti  teoremi  , ebe  discendon  da  essi  come  corollaij  . 

Tbo  K t m d 20.' 

Siftio  due  curre  conic/ie  sivili  , timifnirnle  po$le  , e ccncentri-  flg.  32. 
f e * iscrii-a  comwujuc  nrlf  rs.'rr/ia  di  esse  un  triangolo 
Vy'F’’  , che  ohòia  va  lato  W'  tangente  F interna  ; qualunque 
altro  triangolo  vv'v^'  itcritlo  hi  qvilla  , che  athia  due  lati  vv", 

Yn”  pai'allfli  agli  altri  due  lati  l'y'^  yy'  del  primo  triangolo, 
arrà  il  terzo  lato  vv'  costantrmenie  tangente  la  ctirra  interna  . 

Rilevandoai  dall’analisi  geometrica  quas.vìi  recata,  die  sia 
data  la  ragioce  di  CU  : CX,  poiché  sta  CU  : CX  ::  CX  : CY  ; 
anche  la  ragànna  di  CX  : CY  sarà  data  . E perciò 

Te»  ma  me  21.' 

i Hmi^kmeiri  eùedoUi  pt'  punii  medi  dtlU  carie,  che  ia  vaa  fi§.  Si, 

11 
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fig.  S3. 


N-  S4. 


fig.  .15. 
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curva  comica  totteaJoao  angoli  coptpreH  da  corde  paraUeU  a ‘ 
due  rette  date  di  tUo  , rànamffon  divùi  in  gue’  punti  proporiio^ 
nalmente  . 

érraaTtutnro. 

$.49.  Scorsesi  poi  fìtciloioote , che  : «e  la  curva  i paraiola, 
ogni  tua  corda  VF’,  che  vi  toUenda  angoli  cotiffatlamente  condd- 
zionati  , deMa  tronearc  tul  diametro  , che  patta  pel  tuo  pimto 
medio  , e certo  il  vertiee  , Ut  parte  XV  <f  invariabile  grawUzza  , 

Lemat  ml  ieoubmtb  raouBme. 

$.^0.  Se  da  due  punti  B , C , del  perimetro  di  una  curva  coni’ 
ca  ti  tirino  due  coppie  di  corde  parallele  BA  , CD  ; Ba  , Cd  ; 
le  eongàtngenti  le  estremità  opposte  Da  , Ad  saranno  benanche 
partdlele  . 

Dm.  Sia  H il  ponto  (T  incontro  delle  AB  , dC  , e G quell* 
delle  oB,  DC.  Ed  esaendo  HA.HB  : Hd.HC  ::  CG.GD  : BG.Ga,  ’ 
per  essere  HB  = CG , ed  HC  = BG,  risnlterh  HA  : Hd  ::  GD  : 
Ga  . Quindi  i triangoli  AHd  , DGa  saranno  simili  ; e sark  Da 
parallela  ad  Ad  , come  si  è proposto  a dimostrare. 

PBO'Mj.Bmt  VII. 

.Sia  AD  illaio  Ubero  dì  un  guadrilcUero  variabile  ABCD, 
iscritto  in  una  curva  conica  con  tal  Ugge,  che  i tuoi  tre  rimanenti- 
lati sien  paralleli  a tre  rette  date  di  sito  ; ti  cerca  il  luogo  del 
punto  U , concorso  delle  tangenti  in  A , D. 

f ^L.  IscriTanai  ad  arbitrio  le  tr*  corde  ab  , le  , ed  parailel* 
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rCtpellivamcote  alle  Afi  , BC  , CD  , cioè  alle  tre  nsUe  date  di 
allo  , e ti  uoisca  ad  . Essendoti  da’  pitoli  b condotte  le  due 
coppie  di  corde  parallele  BA  , ia  ; BC  , ic  , le  congiungenti 
Ac  , aC  , pel  lemma  precedente , saranno  parallele  : ma  le  cd  , 

CD  tono  del  pari  tra  loro  parallele  ; dunque  il  saran  pure  te 
ad  , AD  . Or  potendo  supporti  fiato  il  quadrilatero  ahcd  , co- 
munque varii  r altro  ABCD  , risiilterè  sempre  U suo  lato  AD 
parallelo  ad  ad  : quindi  il  luogo  del  punto  U , concorso  delle 
tangenti  in  A , D , sarà  il  diametro,  che  patsa  pel  ponto  medio 
di  ad  ; cioè  una  retta  data  di  ùto  ,>11  che  riproduce  i due  teo- 
temi  e 

C e a o £ £ a a I o 

$.52. Se  dunque  un  quadrilatero  cmaaanqne  iscrìtto  in  una  cur.- 
va  conica  abbia  tre  lati  paralleli  a tre  rette  date  di  sito,  H quarto 
lato  sarè  auch’  esso  parallelo  ad  una  retta  data  di  site  ^ e quo-  , 

sta  esseudo  propriamante  il  diametro  coojugato  a quello  , che 
passa  pel  suo  punto  di  meno,  può  &cilÌ8simammite  assegnarsi. 

C 0 n o £ £ a n I a 

$.53.1scrì.sasi  ad  arbitrio  ki  una  curva  conica  una  serie  di  corde  fkq.  3$ 
successive,  ed  in  numero  impari,lutle  parallele  ad  altrettante  ret- 
te date  di  aito  , e siano  per  esempio  le  AB,  BC,  CD,  DE,  EF, 

FG  , GH , HI  , IK  . SoUeodeudo  le  i priòm  tre  con  la  AD  , 
questa  sarà  parallela  ad  usa  retta  data  di  sito ( cor.  pree.  ) ^ 

Quindi  chiudendo  con  AF  lo  AD  , DE,EF  , anche  AF  sarà  pa- 
rdlela  ad  una  ratta  data  di  aito  ; e lo  sarà  pure  la  AH  , ohe 
Uiiude  U AF  , FG , GH  ; c finalmente  auche  la  A£  , cho  aoi< 
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tende  le  All , III  , IK  . Ma  hi  stessa  AK  chiude  pure  la  s«> 
rie  delle  corde  iscriUe  ; il  che  dee  veriiiearsi  qualunque  sia  U 
loro  DUiucro  , purché  impari  : si  arri  perciò  il  segueuie 

T B 0 m B m J 22.' 

I 

Se  itcriritti  in  una  curro  cornea  una  serie  <E  corde  rneceMi* 
te  , ed  in  numero  impari  , parallele  ad  alirellanie  rette  date 
tit»  ; la  corda  , che  chiude  la  serie,  sarà  benanche  parallela  ad 
una  retta  data  di  sito. 

54.  Topo  tulio  ciò  chi  non  vede  , che  la  soluaioae  del 
problema  geneialc  col  metodo  pcomcirico  riipaiiga  all'istaule  com- 
piuta , ed  in  modo  , che  iiiuo  al.ro  metodo  per  tal  qoisliooe  po- 
trebbe stargli  a fronte  ? Sarebbe  anzi  siqierilao  impegaarci  a 
mostrare  come  ciò  abl.ia  luogo  ; ma  pure  , a render  compiute 
1’  argomcalo  , bretcrunle  1 acecnueivino. 

PotBlBUA  \HI. 

Un  poligono  variaii'c  di  k lati  ua  con  tal  legge  iscritto  i» 
una  cun  a cornea,  che  (4  — i ) lati  sica  paralleli  ad  oltrettant* 
rette  date  di  sito  ; ti  terca  il  luogo  del  concorso  delle  tangenti 
nelle  estremità  del  loto  libero. 

■ 

£ot.  Questo  problema  olire  dne  casi  , aoMudoebò  k sia  peri 
o impari  ; e però  ìmpari , o pari  (4'  — 4)  . 
ftg.  36.  Mei  primo  caso  , se  AK  rapprc<e!)ii  il  lato  libero  del  poligo* 
so  , esso  verrò  a chinderr  una  sc  ia  di  corde  in  nnmero  impari  ; 
e quindi  dovendo  qceslo  lato,  pel  socoodo  de'preuedenli  coniUm 
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1^',  rÌMltar  ]^arane1o  nn»>  retta  data  di  aito , iK'  ìocafe  cer*' 

«ala Mft  pure  una  retta  data  (li  «lo.  <•  - • > •' 

ftel  aeixMMio  caso  poi  , ore  AL  rappreseati-  iV  4ato  Ii1)e-  fig.  SI 
rodd  poligono  , compieiKlo  il  triangolo  ALK,  il  lato  AK  cbio'- 
dcrt  egaalmente  noa  serie  di  corde  in  oumero  impari  ;‘e  sa- ' 
perciò  parallelo  ad  una  reità  data'  di  silo  . Laonde  ef0eh-' 
do  aothe  l’altro  lato  LK  parallelo  ad  una  retta  data  di'  sito  , 

AL  , lato  libero  del  poligono,  sarà  beiianche  lato  libero  dui 
triargolo  AKL  , icui  rimaneoti  tali  AK  , KL  son  paralle'i  a 
dee  icUe  date  di  silo  . K pm'ò  , pel  tror.  16. , il  luogo  del  con- 
cono dalle  tangenii  nel'e  cslramiià  del  lato  libero  AL,  sarà  una 
rana  cocua  simile , similmente  |>o8ta  , e oooccotrica  alla  data. 

Ca  totu»  ciò  disicodooo'i  segaenli 

T B o B X M J 93.*  - V 

iati  di  un  poiigouo  variabile  itcriltà  in  una  curva 
Bellica  titn  partdUH  ad  ahrrilanle  rette  date  di  iilo  ; il  concer- 
ie delle  tangenti  utile  ertremità  dei  lato  A.na  , torà  una  retta 
data  di  lite  ^ le  Loia  peni  ; e , se  «o  impari , torà  ^na  curva 
eOnioa  f ùu-ile  , limitiueiUe  pesta  , e concentrica  alla  data, 

• T BOB  BM  A 94. ‘ 

. l » 

Se  (k  —4")  lati  di  un  poHgoHO  variabile  iicrilto  in  una  curva 
aamcm  lìe»  paml'eii  a rette  dattfli  site  ; il  late  sarà  ancor 
elio  paraSeh  eui  una  retta  ditta  di’iHe,  le  k *(tv  pari  j e , se  sia 
impari,  ne  lOteherà  nel  tuo  piiiUe  di  messe  Una  curva  conica  ti-  ' 
miU  , tiwHmenti  p.  ita  , e ce.iee<t/nea  affa  do/a 

Qaeati  due  oLimi  t«orca.i.cocUmgoao  tu*  importante  proprio- 
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Ui  Mie  ciirre  conicLe , U quale  rarriciba  senipreppili  qiìe«Ui 
curve  al  cerchio  io  riguardo  alle  proprieli  augolarì  , e sotto 
questo  rapporto  specialmeote  può  essa  direaire  uUlusima.  Eua 
nel  cerchio  è quasi  intnitira  ; e pure  non  è siala  da  altri  avver- 
tita : se  non  che  l’ illustre  Lhaillier  riconobbe  essere  pih  che 
determinato  il  problema  d’  s iscrivere  m questa  curva  nn  poligo- 
no panlalero  , i cm  lati  sten  paralleli  a rette  date  di  sito. 

Per  tanto  una  volta  che  i teoremi  23  , e 24  si  fossero  rileA 
vati  solamente  sul  cerchio  ,'la  teorica  delle  projezioni  induce 
a conchìudere  , sena’  altro  ragionamento  , eh’  omì  sieno  ideO'< 
ticamente  applicabili  ad  ugni  curva  conica  . Un  tal  metodo  pe-: 
rò  , che  può  ben  adoperarsi  per  lo  scovrimento  delle  proprietà 
indicate,  non  sembra  pur  proprio  a convenevolmente  dimostraile. 

55.  K render  compiuto  V argomeoto  , del  pari  rimarrebbe 
ad  esporre  la  soluzione  algebrica  del' problema  generale , cioè 
del  probi. Vili,  bla  noi  non  faremo  altro  , che  abbozzarla  , lira- 
lasciandone  per  esercizio  a’  giovani  lo  sviluppo  compiuto. 

Soivttoitn  ÀLcenucÀ  aie  raoBLcmA  Vili.  - • 

Sia  VV'  il  lato  libero  di  un  poligono  VV'V"V'"V""  iscrit- 
to in  una  curva  conica  rappresentata  dall’  equazione 

y =B  tiMT*  -p  tnx  ■ ' ■ ' • '! 

ed  i cnl  rìmanenti  lati  sien  paralleli  a rette  date  di  sito  . Espri>'^ 
mendo  come  per  lo  innanzi  c'ou  ec.  le  loro  io- 

clinazioni  coll’  asse  delle  ascisse  , e supponendo  per  cagion  d’ 
esempio  che  il  numero  di  questi  lati  sia  4 , talché  il  poligono 
risalti  un  pentagono  \ dÌBOUndA  ÌRPUiv  ad  Biodo  coasuetp  le 
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coordiute  d«’  «loi  rerlici  , e quelle  del  cooecffso  ddle  tangen- 
ti in  V , V''  , corriapon  deranno  reapeltivaiuente  a que’  lati  le 
•qnaxioni  y — » — ^ (■*  — * ) 

y — v"'  — 9 ^ X — z’"  ) 
y — v"  = — a"  ) 

E qnella  del  lato  libero  VV'  aarà 

Qnindi  le  eqoationi  al  poblema  saranno 

v""—v  =(f  (a""— a ) 

v"'  — v’"'=<p'  (a'"  — a"") 

— e"'  = ^"(a"  ^a'*') 
v'  — i/'  z=f"\z'  — ) 

V*  =:  ma*  if  2ns 
»'*  ss  mz''  + J2«a' 

»"•  = ma"*  + J2iia"  . 

v"'‘  = ma'"*  + 2«a"' 
v""'  ^ mz""’ + £hz'"' 

vur=a  (ftn-f-n)  + tn 
v'm  =sa'(tm  + H)-l-trt 

L'  elùmnata  in  ( , u da  queste  ondaci  equazioni  , sarà  qnella 
del  luogo  geoffletrico  cercato  . 

Per  eseguita  una  tale  elùninaaiene  , pongasi 
„ = rz  ,v'sz  rV  , tr"  s=  r"z",  e'^'  ss  r'"a"',  ss  r""a"" 
combinando  queste  cinque  equazioni  eoo  le  cinque  altre  equa- 
^ieai  (B)  , respetliTaiBcotc  , ndedurrannoi  segqenti  t(nlc«i  - ' 
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f 

in  virth  dei  quali  le  equazioai  (A)  divcrranae  , dopo  le  ri- 
daiioni , 


w + rr""  (r  + /'"  ) 

m+r'V"  = (r""  + r"  ) 

m + r'  '/*  = 9"  ( /"  + /'  ) 
m + r'V  = " ( r"  + ) 

Ed  ottenate  queste  equazioni  ognun  vede  , cbe  la  soluzione  del 
|>roblema  non  offra  pib  diibcolUi  ; dappoiché  è facile  rilem  da 
esse  l’  elinùoata  io  r , / ; qniodi  l' altra  io3,e,s',0^;e  &- 
aalmenie  quella , che  cercasi  , io  t,  u , rìcorreado  alle  espras- 
stoni  del  18.  Or  lutto  questo  non  essendo  che  no  lavoro  di 
puro  calcolo  , nè  preNentaodo  altri»  ostacolo  , cbe  il  fastidio  di 
eseguirlo , il  Iralasoereino  di  buon  grado.  Non  vogliamo  però  ri- 
nacerci  dall*  avverlim  , che  da'  r.snlisawnii  cui  dovrk  perv«- 
nirsi , convenevolmente  generalizzali  ^ debbano  pur  dedarsi  i 
teoremi  23 , 24  : e iaaciaiBO  agli  apprezzatoli  daU'  el^peca 
geometrica  il  Teiere  , ee  una  tal  via  lunga  ed  bdireiu  possa 
psalarirà  a queU.»  saaplka , chiara  e diretta , che  la  Gawaa» 
tria  uiJia4ÌM|ic»  sommiiiirtima:. 
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56.  Le  condizioni  alle  quali  abbiamo  finora  assogetlati  i 
lati  dei  poligoni  variabili  iscritti  nello  curve  coniche  son  quelle 
o di  dover  girare  intorno,  a punti  dati  , o di  mantenersi  paral- 
leli a rctie  date  di  silo  . In  ciò  che  segue  li  assoggetteremo 
ad  esser  tangenti  ad  altre  date  sezioni  coniche  : ma  per  ora 
esporremo  di  tal  riceiM  quella  {>arto  eh’  è più  connessa  co’  prin- 
cipii  precedeoteoMala  stabiliti  . 


57.  Intanto  ad  evitare  ripetizioni  avvertiamo,  che  nel  pro- 
seguimento alle  coordinale  cd  un  ponto  qualunque  di  una  curva 
conica,  data  dall’  equazione  y'  = ntx*  -{•  2iur,  sosritiùremo  il 
loro  rapporto  ; cioè  , avendosi  per  esempio  su  di  essa  i punti 
(s  , ti),  ( s',  »')  cc.  faremo 


r=  — , 


(‘) 


a 

■ , r = , ec. 

2 * 

di  tal  che  I’  equaùone  della  retta  che  passa  per  quei  due  pun- 
ti essendo 


jr—y: 


z — z' 


(x— z) 


oppure 

jr(z  — a') X ( » — ti*  ) = su'  — • z'o 

colla  sostituzione  dei  valori  di  sr , z' , e , v'  piu  sopra  rileva- 
li in  r , / (J.55.)  diverrà 

j'(r  + r')  — x(r/+m)s=£n  (2) 

e sotto  questa  forma  assumeremo  da  ora  innanzi  l’ equazione  di 
una  corda  della  curva  y mx’  -f  2nx' , condotta  per  due 
punti  qualunque  del  suo  perimetro  ( a,v),  ( z' , v'). 

$.  58.  Inoltre  facendo  mestieri  conoscere  la  relazione  , che 

dee  aver  laogo  trai  deteminaati  di  «aa  ratta  , e di  tuta  curva 

la 
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di  2*  ordine  affiochb  queste  dae  linee  siano  tra  loro  tangenti  , 
sarà  opportuno  il  premettere  una  tal  ricerca. 

Sien  dunque  le  equazioni  della  retta  , c della  curva  rispctli- 
vamente  dinotale  da 

y = ax-\-b  (3) 

+ 2Bj^  -f"  + Da:*  -f  2Rr  -f  F = o (4) 

eliminando  la  y tra  queste  dne  equazioni  si  avrà  la  seguente  e- 
•quazionedi  2*grado  in  x 

*’(Ao’+2Ba+D)+2T(A4a+B4+C«+E);+i\4’+2C4  + Fsa 

le  cui  radici  corri sponderclibcro  alle  ascisse  del  punii  d' incon- 
tro delle  due  lince  ; ma  per  ragion  del  conlatlo  esse  debbono 
eguagliarsi  , dunque  Io  radici  della  prccLHleiite  equazione  sa- 
ranno eguali  ,*  e quindi  il  quadralo  della  mela  del  coeOìcien- 
te  del  suo  secondo  termine  sarà  quanto  1’  ultimo  , cioè  si  avrà 

( Aia  + Bó  + Ca  -f  E )•  = (Aa>  +2Ba  -f-  D)  (A4H  2Ci-fF) 

donde  si  ha  dopo  gli  sviluppi  , c riduzioni 

(E*  — DF)  + a’(C*—  AF;  -f  25(BE  — CD)  -f-  2«t(AE— BC) 

Ea(CE  - BF)  + 6*  ( B’— AD)  " 

equazione  di  condizione  che  dee  aver  luogo  affinchè  la  retla 
(3)  possa  toccare  la  curva  (A)  . E se  si  faccia  per  brevità 
E*  — DF  = A'  , C*  _ AF  = B' , BE  — CD  = C'  » 

AE—  BC  = D'  , CE  — BF  = E'  , B*  — AD  = F' 
la  precedente  condizione  si  ridurrà  ad 

A'  + a*  B'  -j-  2iC'  2niD'  -f  2aE'  + A»  F'=  o (6) 
Ciò  premesso  passiamo  a risolvere  il  seguente 

1 
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PnOBLEMA  IX. 

§.  50.  Date  due  curve  coniche  (C)  , (C),  itcriveie  nella  pri- 
ma di  esse  un  triangolo  , che  sia  circoscritto  alT  altra. 

Sou  z.  Si  premiano  per  assi  qualunque  diametro  di  (C)  , e la 
tangente  al  suo  vertice , talché  riferite  le  due  curvo  a questo  si- 
stema di  assi , possano  generalmente  essere  rappresentate  dallo 
equazioni 

— nix'  + 2nx  (C  ) 

Ay  + j2Rty  -h  2Cx  +Dx*  +2Ex+  F = 0 (CO 
Sia  RB'  R''  il  chiesto  triangolo  . 1 suoi  tre  lati  RR'  , R'  R"  , f.38f  39. 
R"R,  come  corde  di  (C)  , avranno  , in  virtù  di  (2),  rispettiva- 
mente per  equazioni 

/('■  +r')  — x(rr'-f-n«)  = 2»  ' 

^ ( / + r"  ) — X ( r'  r"  + m ) = 2n 
^(/'-hr  — se  { r"r  -f-  m ) = 2n 

e poiché  debbono  toccare  la  curva  (CO  , queste  equazioni  di- 
verranno in  virtù  della  r elazione  (0) 

A'(r  -f-  / j’-f-  B'{  -l"  !»)’+  t»C'(  r -l*  / ) -f-  4nD'(  r/  -)-  m ) -|-  | 

2E'(r  -I-  r0[rr'  -f-  m)  + ta'F'  * ~ " 

AX'ri  + V[r'r"  +»)•  .f  koC'(  r'  -W')  + k»D'(r'r"-}-  » ) + ì _ 

A'(r"-f-  r )>-f  B'(r'V  -fa»)*  + («■"  + r)  -l-  UD'(r'V  + m ) -f  1 _ ^ 

2EYr"-l-r)  (r'Vfm)-f  4n*F'  I 
le  quali  tre  equazioni  nelle  tre  incognite  r , / , r ' varranno  a 
risolvere  il  problema  . Ciò  posto  si  ordinino  le  prime  due  ri- 
spetto ad  r'  cofflttne  ad  entrambe , e dopo  aver  noldplieata  la 
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prima  pel  coefEciente  del  primo  termine  della  aeconda,  e que- 
sta pel  coefficiente  del  primo  tèrmine  della  prima  , si  sottrag- 
ga r nn  prodotto  dall'  altro  , e si  cancelli  dal  residuo  il  fattor 
comune  ( r — r''  ).  Si  pratichi  esattamente  lo  stesso  tra  la  se- 
conda , e la  terza  , ordinate  rispetto  ad  r"  comune  all’  una  ed 
all’  altra  ; e si  anà  nn  secondo  residuo  , nel  quale  si  cancellerà 
egualmente  il  lattor  comune  ( / — r ).  Di  poi  si  sottragga  V un 
residuo  dall’  altro  ; la  differenza  conterrà  pure  un  fattor  comu- 
ne ( r'  — r"  ) , che  cancellato  , rimarrà  la  seguente  equazione 
tra  sole  quantità  note 

A'*  -f-  2mB'A'  -|-4nA'D'  — SnC'E'  — àmE  * + ImnD'B'-f-  J 

U’B'F'-fro’B'*  1~® 

il  che  mostra  che  il  problema  non  possa  essere  risoluto,  che  nel 
caso  , in  cui  si  Terifichi  tra  i determinanti  delle  due  curve  da  te 
la  relaziono  (8)  . Ma  , quando  ciò  sia  , è chiaro  che  la  solnzio- 
nc  risulti  indeterminata  . Rilevasi  per  tanto  da  ciò  il  seguente 

T E 0 n X M A 25. 

Se  due  cut've  coniche  rieri  tali , che  per  un  caso  un  triangolo 
iscritto  nell  una  risitlli  circoscritto  alF  altra  ; qualunipte  altro 
triangolo  iscritto  nella  prima  con  due  lati  tangenti  all  altra  , a- 
vrà  il  terzo  lato  tangente  la  cuna  stessa. 

Ovvero 

Se  ad  un  triangolo  s’  iscriva  una  curva  conica  , e se  ne  circo~ 
scriva  un  altra  ; qualunque  altro  triangolo  iscritto  in  questa  con 
due  iati  tangenti  la  prima  , atra  il  terzo  lato  anche  tastgenl» 
la  curva  medesima  . 
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§.  60..  Intanto  la  relazione  (8)  colla  riprUtlnazioDe  dei  va- 
lori (5)  diviene 

( E*  — DF)-+  2m  (E-— DF)(f.*— AF)  -f-  4»(E*— DrifAE— CBJ— j 
tm(CE— BF)*— 8«(BE— CD)[CE— BF)’-f  4mii(C'— AF)(AE— =0(9 
4»>(C»— AF)(B>— AD)  -f  m’(C’— AF)'  ) 
dalla  quale  espressione  molti  teoremi  possono  rilevarsi,  a mi- 
sura che  si  disporrà  delle  diverse  qaanlith  , che  la  compongono. 

§.  CI.  Vediamo  a cagion  di  esempio  cosa  avviene  se  le  due 
curve  date  sieoo  cerchi  . lo  questo  caso  prendendo  per  asse 
delle  X la  congiungente  de’  centri , le  due  equazioni  (C)  , (C') 
si  ridurrannno  ad 

y'  — 2«x  — X»  (c  ) 

-f.  x’  — 2ox-|-  a*  n''  = 0 (c') 

ove  n indica  il  raggio  del  cerchio  al  quale  il  triangolo  si  circo- 
scrive , ed  a r ascissa  del  suo  contro  . Paragonando  dunque  i , 
coefficienti  dei  termini  di  (c),  (c')  co’  coefficienti  dei  termini  di 
(C)  , (C')  , si  avrà 


e quindi  si  otterrà  da  (5) 

A'=  E*  — DF  = n'%  B'  = C*  — AF  = — (a>— n'-)) 
C'=BE  — CD=o  , D'=  AE  — BC  = — a Wll) 

E'=  CE  — BF  = o , F'  = B-  — AD  = — 1 ) 

laonde  la  relazione  (8)  si  ridurrà  ad 

a'  ( 4n’  — Ikna  + o’  ) — = 0 

ossia  ad 

a’ ( 2n  — fl  )’ = 4n’n"  (12) 
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o finalmente , cslraeuilo  da  ambo  i mcmbii  la  radice  quadra- 
la , ad 

rt(2rt  — o)=2,m'  (13) 

fuj.  40.  Traduccndo  questa  relazione  sulla  figura  si  La 

Oc^  X c'o  = 2 Oc  X O'r'. 

£ quindi 


T e 0 K e M d sa. 


Il  centro  del  cerchio  iscritto  in  un  Iriunijulu  divide  il  dm- 
metro  del  cerchio  circoscritto  in  due  parti  tuli,  che  il  loro  ret- 
tangolo è quanto  il  doppio  di  quello  contenuto  dai  raggi  de’  cer- 
chi medesimi. 


fig.  4!»  $•  62,  Il  punto  c'  pu‘b  anche  cadere  al  dì  là  dei  punti  O 

0' , ed  aversi  egualmente  Oc'  X c'o  = 2 Oc  X O'c'  ; ma  iu 
questo  caso  il  cerchio  (c')  sarebbe  cx-Ucritto  al  triangolo  • 
Questa  circostanza  b infatti  anche  additata  dall’  analisi , meo- 
tre  nell’  estrarre  la  radice  quadrata  dalla  (12)  per  ottenere  la 
( 1 3),  avrebbe  dovuto  farsi  uso  del  doppio  segno  ± . 


§.  C3.  Essendo  2n<i  — o’  = 2nn' 
sarà 


Cioè 


2na  — — n*  = 2nn'  — n' 


(«•—«)’  r=  n(  « — 2n'  ) 

£ sulla  figura  ' 

rc'‘  = Oc  ( Oc  — 20'c') 

Donde  r altro 


I 
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La  distanza  tra  i centri  del  cerchio  iscritto  , e circoscritto 
ad  un  triangolo  t media  proporziontde  ira  U raggio  del  cir- 
coscritto j e la  differenza  tra  il  raggio  medesimo , c 7 doppio 
deir  iscritto  • 

Ed  ceco  rileTato  io  modo  diretto  dal  caso  il  più  generale 
un  notissimo  teorema  , che  trovasi  proposto  negli  annali  di 
Gergonne  , c del  quale  concorsero  a dare  dimostrazioni  più  o 
meno  eleganti  Ganiicr  , Lbuillicr  , ed  altri  distinti  geometri  . 

Peobiessa  X. 

§.  OU.  Ora  date  le  due  curve  coniche  fC)  , (C')  s»  cerca  di 
iscrivere  nella  prima  un  quadrilatero  che  sia  ciixoscritlo  uW ultra. 

Sol.  Aflln  di  rendere  il  calcolo  più  semplice  noi  dislcndcro- 
mo  la  soluzione  jiel  caso  , che  le  due  cur  ve  date  sieno  due 
cerchi  , ma  sarebbe  idcnticameutc  la  stessa  per  due  curve 
qualunque  ; di  che  è ben  facile  ad  assicurarsi  da  ciò,  che  segue. 
Pertanto  essendo  (e)  , Cc')  le  equazioni  de’  due  cerchi  , quelle 
de’  quattro  lati  del  quadrilatero  iscritto  nel  primo  , assoggettati 
a toccare  il  secondo  , saranno  come  le  (7),  debitamente  ridotte 
co'  valori  (11) 

"'*(  »■+>•'  )’+("'■— «’X  »•  ^ »•  r'  —i)—4n'=  0 

n'X  r'  +r"  r'r"  —/y—jna{r'r''  o 

«'•(/'  /)— ^n’=  o 

n'\r"'+r  a’X  r"r-^y—4na{/"r—1)—4n'=zo 
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che  sTÌluppte  , dopo  aver  fallo  per  breviià 
S = n'’  — a'  , P = ■^na  — 2a'  , H = o)'  (19) 

diverraono  re^UÌTameule 

n'”(  r*  + /•  ) + Sr’/*  — Prr'  + H = o 

«'■(  r'*  + r"’  ) + Sr'v"’  — Pr'r"  + li  = u 

„'•(  r»>  + r "•  ) + S, — Pr'V'"  + H = o 

n'’(r"'’+r'  ) + Sr"V  — Pr"'r  +11  = o 


Ciò  poslo  si  soliraggajio  quesle  equazioni  I’  una  dall’  altra  , 
e si  avrò 

( n"  + Sr'*  ) ( r + /'  ) = P/  (21) 

( n'*  + S/”  ) ( r'  + /")  s Pr"  (22) 

( «'•  + Sr'"‘)  ( r + /'  ) = Pr"'  (23) 

moliiplicando  ora  tra  loro  le  (21)  e (22)  membro  a membro 

risullerh 

(n'*+Sr'’)  («'•  + Sr"‘)  (r  + r")  (r'+r"')  = P*rV'  (24) 
£ poiché  sottraendo  la  (23)  dalla  (21)  trovasi 
S(r  + r")(r'+/")  = P 
cosi  la  (24)  diverrh 

( n"  + Sr"  ) ( n'*  + Sr"'  ) r=  PSr'/' 
dalla  quale  ricavasi 

S ( n'*  r ’ + n'*  r"’  + Sr'V'’  ) =:  SPr'r"  — n'* 

Ma  dalla  seconda  delle  equazioni  (20)  si  ha  ' 

S ( n'*  /■  + n"  r"‘  + Sr'V"*  ) = SPr',"_SH 
Sarò  dunque 

SPr'r"  — n"  = SPr'r"  — SII 

Cioè 

n'«  = SH  (25) 
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D'  oDcle  si  conchiode  siccome  pel  caso  dei  triangolo  , che  per 
poter  risolycre  1’  attuai  problema , debbo  Terificarsi  tra  i deter- 
minaoii  dei  cerchi  , e del  loro  sito  , la  relazione  (25)  ; e che  , 
quando  ciò  sia  , la  soluzione  risulti  indeterminata.  £ poiché  si 
perrerrebbe  ad  un  risultamento  di  egual  natura  ore  le  due  cur- 
ve coniche  sieno  qualunque  , ai  ha  io  generale 

T e 0 M s m d S8- 

S»  due  curve  coniche  den  tali  che  per  un  caso  un  quadrilatero 
iscritto  nelT  una  risulti  circoscritto  alt  altra  , qualunque  altro 
quadrilatero  si  iscriva  nella  prima  con  tre  lati  tangenti  la  secon- 
da , avrà  il  quarto  lato  tangente  la  curt/a  istessa  (*) . 

(‘)  Questo  leotema  avrebbe  potuto  dedursi  sena'  altra  calcolo  dalia 
sola  ispezione  delle  quattro  equazioni  (20) , dapokbò  essendo  in  Dumeto 
pari  alle  incognite  ( delle  quali  non  ve  ne  ha  cbe  due  in  ciascuna  ),  è 
chiaro  che  la  loro  aimultanea  coesistenza  non  può  aver  luogo , attesa  la 
identità  dei  oodBdenti  : che  ciò  potrebbe  soUmente  verificarsi  in  virtù 
di  una  certa  relaziooe  tra  i coefficietiti  medesimi  : e quindi  che  dall'  elimi- 
nazione tra  queste  equazioai  non  può  per  ultimo  risultamento  ottenersi 
cbe  un'  equazione  di  oondizioae  tra  le  quantità  date , com*  è la  (35)  • £d 
è poi  noto  che  quando  dal  maneggio  di  equazioni  spettanti  ad  u n proble- 
ma si  perviene  ad  un  risultamento  di  tal  natura  , verificata  quella  coo- 
diziooe , la  loluziaoe  debb’  esserne  indeterminata  . Era  però  d' uopo  pro- 
cedere alla  eliminazione  per  conoscere  qual  tosse  la  relazione , che  lefpi- 
va  ì coeOkienti , come  si  è pure  praticato  nel  caso  del  triangolo  al  S9 
quando  dalle  tre  equazioni  (7)  si  è rilevatala  relaziooe  (8). 

Egli  è intanto  da  osservarsi , cbe , se  generalizzando  la  ricerca  , si 
cercasse  di  ieerivere  tra  le  due  curve  (C)  • (C'J  un  poligono  di  m lati , le 
rquazioDi,  die  si  ottenebbero  per  la  riaoInzioDe  di  questo  problema  sareb- 
bero della  stesM  forma  di  quelle  ottenute  pel  caso  attuale  del  quadrilato- 

i3 
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$.  65.  ResUtaendo  aefla  reUatone  (25)  «d  S , ed  H i Talo- 
ri  ( 1 9)  si  ha 

»'♦  s=  ( n'*  — a*  ) ^1»'*  — ( a»  — o )’  ^ 
d'  onde  si  ottiene 

( ana  — a*  )*  = «'■  a»  — <»  )*  + (20) 

espressione  , che  giora  ancor  mettere  sotto  quest’  altra  forma 
( ana  — o*  )*  = — a/i'*  ( ana  — a*  ) 4^'n'‘  (a;) 

e tale  è la  relaziono  che  dere  TcriGcarsi  tra  i determinanti  dei 
due  cerchi  alEnchè  possano  iscrirersi  in  nno  quadrilateri  che 
sieno  circoscritti  all’  altro  . Per  yedeme  il  significato  geome- 
trico si  estragga  da'  dne  membri  di  (26)  la  radico  quadrata  , o 
sì  arra 

ro  , 0 per  l'altro  del  triaegolo  , cioè  dello  (20) , o dolio  (7) , Il  loro  oumo- 
ro  , e quello  delle  incognite  sarebbe  eguale  ad  m , ciascuna  equazione  non 
ne  conterrebbe  che  duo  ; ed  i coellicicnti  in  tutte  sarebbero  sempre  identi- 
ci . Quindi  si  può  conchiudere  che  la  presente  ricerca  , geoeraliuata  , ol- 
ire le  medesime  conseguenze  rilevate  pe'  due  casi  spociali , che  si  sono  e- 
saminati  ; cioè  che  s<  dut  curve  conicht  sten  tali  , eh$  per  un  tato  un  poli- 
gono di  m lati  iiorilto  nelC  una  riiulli  cireoterillo  all  altra , gualunjuo  al- 
tro poligono  itcrimti  in  gutUa  con  [ m — • 1 } lati  tangenti  all  altra , a- 
irà  benancko  l ultimo  lato  tangente  alla  curva  mtdetima  . 

I(en  si  comprende  che  la  natura  della  rclaziooo  tra'  coeflìcieDU  varia  a 
misura  che  varia  il  numero  dell'  equazioni , ossia  il  numero  dei  lati,  del 
poligono  ; ma  so  voglia  nei  oasi  speciali  rilevarsi  una  tal  relazione  , 
convcrri  procedere  alla  eliminazione.  lolaoto  non  reggendo  da  altri  co- 
insidcrate , ed  esaminato  equazioni  a coeflìcieoU  identici  , come  quelle 
che  si  sono  a noi  presentale  in  tal  ricerca  , ed  osservando  che  il  loro 
maneggio  coi  metodi  generali  riesce  iufrutluoso , ci  riserbiamo  di  trattar 
di  pfoposito  in  altro  rincoalro  di  cosiiTatto  argomento  che  non  è di  lieve 
importanza,  c da  che  pur  dipende  I' estensione  del  problema  XI, 
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a ( an  — a ) = n'  ^ aa  — a )*  -f" 

Ti  aducendo  ora  culla  figura  i simboli  di  quest’  ultima  espres- 
sione trovasi 


Oc'  X Co  = c'O'  c'O'^  r- 

oppure  , applicando  al  punto  C la  C'È  eguale  a c'O  , e per- 
pendicolare ad  Oo  , 

c'E  X Co  — c'O'  X Eo 

i 

ma  per  le  proprietà  de’  triangoli  rettangoli  si  ba 
c'Exc'o  = c'F  xEo 

quindi  sarh  pure 

c'FxEo  = c'O'xEo 


ossia 


c'F  = c'O' 


Vale  a dire  c'F  , alteua  del  triangolo  rettangolo  Ec'o  > 1’  è 
quanto  il  raggio  del  cercbio  (c').  E da  ciò  si  ricava  il  seguente 


* T e 0 M z m d 29. 

Se  due  cerchi  $ien  tali  che  i quadrihUeri  iscritli  in  uno  risul- 
(ino  circoscritti  aW  altro  , il  raggio  del  secondo  sarà  guanto  F 
altezza  del  triangolo  rettangolo  , che  ha  per  cateti  le  due  parti 
nelle  quali  il  diametro  del  pròno  rimane  diviso  dal  centro  del 
secondo  . 


! 
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' Pm«BIEM4  XI. 

$.66.l^rt  triangolo  variabilt  ER'R"  sia  con  tal  legge  ùerilto  in 
una  curva  cornea  (C)  cAe  due  de’  tuoi  lati  RR",R'R"  fieno  con- 
tinuamente  tangenti  ad  uri  altra  data  curva  conica  (C')  ; si  cer- 
ca i\il  luogo  del  punto  V concorso  delle  tangenti  nelle  estremi- 
tà del  lato  Uàero  RR  ; 2*.  la  curva  toccata  dal  lato  medesimo. 

Sol.  ristato  un  sistema  di  assi  come  al  59  , le  equazioni 
delle  due  curve  saranoo  come  allora 

jr'  ^ mx’  2nx  (C  ) 

A/*  + 2E:^  -f  2Cy  + Dx'  -f  2Ex  4-  F ~ o (C') 
e le  equazioni  de’  due  lati  RR"  , R'R"  assoggettati  a toccar 
(C')  saranno  come  le  (7)  * 

A'fr+r^O’+B'C  ir"+m)*+4»C'(i+/')+4«D'(i7"4^)|  _ 

+sE'(r+r"X'’^'+«»)+4"’P' 

Inoltre  chiamando  < , u le  coordinate  del  punto  U , F equazio* 
ne  del  lato  lìbero  RR',  polare  di  U , sari 

J'w  = x(/m  + n)+<i«  (29) 

Ciò  posto  eliminando  r"  tra  le  due  equazioni  (28  ) verA  a rile- 
varsi un’  equazione  nelle  sole  r , / ; restituendo  poscia  nell’  e- 
qnazione  risultante  i loro  valori  ad  r , r' , doè 


si  avrebbe  un’  altra  equazione  composta  delle  z , s',  v , v'  ) 
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in  luogo  dolio  quali  finalmenlc  rìmpimaDdo  le  eapressioni  del 
18.  perchè  identicamente  si  dedurrebbero  dalla  (29)  , si 
afrè  r equazione  nelle  sole  l , u , che  sarà  quella  del  luogo 
geometrico  cercato  . Siffatto  procedimeoto  condnnà  ad  una  e- 
quazione  di  secondo  grado  tra  ( , ed  u , come  può  verificarsi  ; 
e quindi  la  locale  corrispondente  sarà  una  sezione  conica  . Or 
noi  eseguiremo  questo  calcolo  , ma  per  brevità  lo  limiteremo 
al  caso  di  due  cerchi  ; le  equazioni  de’  quali  essendo 

jf'  s:  2nx  — X*  (c  ) 

+ x’  — j2ox  -p  o’  — n'*  SE  0 (c') 

le  (28)  , e (29)  pe’  valori  (11)  diverranno  respettivamente 
(n" —ty-4na{rt"  » 

i,'>(r'+/')* +()»'•— a*)  (l'r"— 0*— ^(r'r"— /)— 4»*s=o  |\  ^ 

jr«=x(n — (31) 
Intanto  invece  di  eseguire  la  elimioazione  di  r"  tra  le  due  e> 
quazioni  (30)  , sarà  meglio  svilupparle , e sostituirvi  dappri- 
ma i valori  di  r , Dopo  di  che'  quelle  equazioni  ridotte  , 
ed  ordinate  diverranno 


if  •»"(»*«— «•)—z"^a  (a/M— a*— aa’)4.iu*^— na'2  — anv(n'*— a>)=3  c 
/t>"(3n«— o*) — z"^z'(2Jia — *«**'— *«*(«'’ — o*)=s  i 

E ricavandone  i valori  di  s",  e v"  si  troverà  ' 

. — a*)  («*  — I»')  — na*(*/  — zV) 

(ina — a’  — an*  ) («>'»—  zV)  — no•(^'  — t>') 


"*(r— zQ  ^ (ina — a*)‘+in*'(ano  — a’)— 4*n'* 

(ina — a')  (ina — a’ — 2n')  (st>'— sV) — na'(t'— »»') 

Attualmente  si  sostitniscano  in  queste  espressioni  a z , v,  u' 
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i loro  valori  dedoUi  dalla  (31)  come  fu  lìKlo  al  $.18,  e si  avrli 

,f — «’)  (»  — t)  — a't 

aj(a  — zi)  — a’ 

(ma  — a*)*  -f-  m''{%na — <J')— 

(ma  — a’)^a»(a  — «1  — n’  ^ 


E poiché  dcv’  essere  in  virtù  di  (e) 

t-"*  = z"  ( 2n  — z") 

sosliluendù  quivi  in  luogo  di  v''  , z"  le  espressioni  prccedcn- 
li , la  risultante  equazione  in  t , u sarà  qnclla  del  luogo  geo- 
metrico  ccreato  . Esegtieudo  la  sostituzione  si  troverà 


«•» 


alni 


+ 


^(2ua  — a')’  -f.  an'’(azw  — a‘)  — 4"’"'“^ 

( ma  — a'  )* 

f ^(ana— fl*)’-(-4n'’(2na— a*)— — 
^(aaa — o’)q.aa'»(2Ba— a’)— 4»’»'*— aa'*a’-j-4«'^^ 

4n’n'‘(n’’  — a’ j 


I-iquazione  ad  una  curva  conica  (*)  . Se  il  calcolo  medesimo  si 
fosse  p/'oseguìto  sulle  equazioni  (30)  , e (31)  che  riguardano  il 
raso  di  due  curve  coniche  qualunque  , altra  varietà  non  si  sa- 
rebbe incontrata  , che  espressioni  più  complesse  ; ma  I'  equa- 


(*)  Essendo  sempre  positivo  il  coefficiente  u’  , perché  quadralo  , l' e- 
quaziooe  (D)  esprimerà  1'  ellisse , l' iperbole  , o la  parabola  , secoadocbò 
il  coefficiente  di  I*  sia  positivo,  negativo  , o zero  . Uisculeremo  piò  innan- 
zi come , e quando  hanno  luogo  queste  tre  diverse  posizwni  ; ma  si  os- 
servi da  ora  che  il  cofficienle  di  r può  mettersi  sotto  quest'  altra  forma 
(a*— 2»'*)^  {2n  — o)>  — ^ 
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zìone  rinilUnle  sarebbe  sempre  d!  secondo  grado  f potendo  pe- 
rò , a misura  della  disposizion  de’  dati , contenere  o entrambi 
i termini  in  ut , cd  u , o l’ un  de’  dnc  . Per  tanto  si  ha  in  ge- 
nerale 

T B 0 K s m d 30. 

Se  due  tali  di  ìtn  triangolo  variabile  ittrUlo  in  una  curva  co- 
nica ("CJ  Steno  assoggettali  ad  essere  continuamente  tangenti  ad 
un’  altra  curva  conica  (^C'J  , il  luogo  del  punto  di  concorso  del- 
le tangenti  nelle  estremità  del  lato  libero  sarà  una  terza  curva 
conica  (D)  . 

67.  £ dalla  teorica  delle  polarì  reciproche  si  avrà  inoltre 

T so  B B m d 31. 

Se  due  lati  di  tw  triangolo  variabile  iscritto  in  una  curva  co- 
nica fCJ  sieno  assoggettati  ad  essere  continuamente  tangenti  ad 
uri  altra  sezione  conica  (C'),  il  lato  libero  sctrà  aneli  esso  con- 
tinuamente tangente  ad  una  terza  curva  conica  . 


$.6B.  E questa  ultima  curva  (D')  dorrìi , com’  è chiaro  , ri- 
dursi alla  curva  data  (C')  , se  mai  si  verifichi  tra’. determinan- 
ti di  (C)  , e (C')  la  relazione  nel  §.  60.  N 


§.G9.  Le  due  locali  (D) , (D')  aon  tra  loro  polari  reciproche 
in  rapporto  alla  sezione  conica  (C)  , che  qui  assoniosi  come 
direttrice  de'’  poli  ; e 1’  equazione  della  (IV)  può  in  conse- 
guenza agevolmeole  dedursi  da  quella  di  (D)  per  mezzo  della 
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formola  geoarale  , che  abbiamo  eùbiu  nella  enonùaia  teorica 
delle  polari  ooniche  reciproche  (*)  • Eaanùoeremo  qneale  due 
locali  pel  caso  che  le  curve  date  sien  due  cerchi , dinotandole 
per  chiarezza  con  (n)  , (o')  . Scrìviamo  adunque  la  (n)  coni- 
pendiatamente  a questo  modoj(**) 

«•  — j2<«E"+  n’  F"  = 0 

{Xna—a'y 

r equazione  della  aua  polare  reciproca  sarà  , divisa  per  n’ 

_ F"D")  - <D"  + «E"  + + 


(32) 


(*)  In  questa  teorica  abbiamo  mostrato  che  se  aco  date  due  curve 

dsUe  equuioni  , ^ 

jf*  = «m:*  4*  ('C  ) 

Ay*4-aB*y+9Cy  + »** +9E*  + F = o (C'J 

la  polare  reciproca  di  (C^  i relativamente  a (C] , assunta  rome  di- 
rettrice de’  poli , avrà  per  equazione 

«•(£•— FD)  + 8«^{rm -I-  »)  fCE  — BF)  + in[BE  — DC)^  + ( — 

l•a•(B•~ADH-  (t*  + »)*{C*-AF)  + + »)  (AE-BC)  \ 

(*•)  Cioè  ponendo  per  brevità 
A"  = «’)•  + a»'*(2«<i— o*)  — àn’n'*  ^ 

•n 

D"=  a*)— SnV-fàn'*  ’ 

E"=  — ^(9»a— a')’-f  2n"(ana— «’)— àn’n'*— 

F''  = W‘(n''  —a*) 
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e reslituoD  Jo  ad  A",  D'',  E",  F"  i loro  valori , qnest’  ultima 
equazione  , dopo  i necesaarii  sviluppi , e contrazioui , si  ri- 
darri  ad  (*) 

2„,  (^”a  — a')*  — 4n’n''  + 4iuit{'  _ 4rCi/'  ( n»  — a'  ) 
^ (5««  — o*V  “ (««a  — a*)* 

equazione  ad  un  cerchio  , il  di  coi  centro , come  vedesi , è 
sull’ asse  delle  x , ciobin  linea  retta  co’  centri  de’ due  cerchi 
dati . E si  ha  il  scgnento 

Tiombka  32. 

Se  due  taii  di  «n  triangolo  uariahik  {scritto  in  un  cerchio  (' 
tocchino  conlinuamenU  tin  altro  cerchio  (e'^  , il  lato  lUero  sarà 
anch’  esso  contimutmenU  tangente  ad  un  teno  cerchio  C »'J . 

70.  Vediamo  intanto  qoal  eia  la  posizione  di  questo  ter- 
zo cerchio  I mob  della  locale  (n')  , rispetto  ai  due  da’ quali 
trae  orqpne , e quali  altri  rapporti  ai  passino,  tra  di  loro . . 

(*]  Neir  eoeguiro  la  sootttuilooe  tl  troveri  che  il  coeflicieiUe  d y* . 
cioi  I E"*  — F"D"  ) , si  riduce  ad  A"  ; quindi  tutta  T equazkne  (33) 
sari  divisibile  fet  k'' , e diverrà 

_D"-f  aE"  + F",  

l2ao  — o*/  (Sita—  a’  J*  ( ano  — 

Inekre  si  vedranno  risaltare 

D"  + SE" -f  F'' s=  — ( Sua  — a)* 

E"  + F"s=— ^ (Sua  — a*)*  — -f  Anali'*)  ^ 

« quindi  r eqoaziona  |3S)  li  Uaifcrna  io  (»') . 
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io6 

E pria  di  ogni  ^Itro  esamÌDGromo  to  s' iocootrano  , ed  in 
quai  punii . A lai’  uopo  combiniamo  l' equazione  del  cerchio 
locale  (o')  coir  equazione  di  uno  de’  due  cerchi  dali  , per  e- 
sempio  con 

j'*  4*  = o (p) 

e sottraoodo  F una  dall’  allra,  tollo  il  fattor  comune  , 

(ina  — a ) 

si  avrà  immant’inenli 

V.r(n  — «)  = n'‘— o’ 

donde  _ 

n”  — a' 

X cs  I ■ -■  ■ ■■  — 

..  , ii(n— o) 

dal  che  si  vede  che  i due  cerchi  (c)  , (p')  debbono  incontrarsi 
ne’  punii  , che  vengono  delcrminali  sopra  di  essi  dalla  retta 
(33) , la  quale  esprìme  una  parallela  all’  asse  delle  ^ , ed  è 
perciò  perpendicolare  alla  congiungeate  de'  centri  ; vai  quan- 
to, dire  j la  (33)  non  è che;l’  equazione  della  corda  comune  a’ 
due  cerchi  . Ma  combinando  nel  modo  istesso  tra  loro  le  equa- 
zioni de’  due  cerchi  dati 

J 

-j-  x’  — 2nx  ~ 0 (c  ) 

y x'  — 2ai  -p  a’  — n'’  = 0 (c') 

si  trova  egualmente 


dunque  i punti  d’ incontro  di  (n') , e (c)  debbono  essere  gli 
stessi. di  quelli , in  cui  s’incontrano  (c)  , e (c')  . In  conse- 
guenza i due  cerchi  dati  incontreranno  il  cerchio  locale  te  i in- 
contrano Ira  loiv  ; e non  lo  incontreranno  affatto  te  etti  nejy 
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jìtir  s’  incontrano  (‘J.  E nel  caso  <f  incontro  i tre  cerchi  (c)  , 
potseraiiiuì  tutti  pe'  due  medesimi  punti , avendo  una 
corda  comune  . 


['}  I\;icl>ù  r equixiono  x = - ^ Mprime  l‘  oqaaxiooo  dell  a 

corda  comune  a'  due  cerchi  dati  (c) , (e') , pare  , contro  al  fatto  , che  do* 
veaac  necesaariamcnle  riaultame  riocontro  loro  ; dapoichi  la  quantità 


' n"-«* 
2(«-aJ 


è aeippre  una  quantità  reale  . Ma  un  riauUamento  di  tal  natura 


4 

altro  non  indica  se  eoo  che  la  rctla  m s:  — debba  , riapcUo  a due 

Sfn-o) 

cerchi , che  non  a'  intersecano,  godere  delle  stesse  proprietà  di  cui  godo 
la  corda  comune  di  due  cerchi , che  s' intersecano  , indiptadentemenU  dai 
punti  d intmeiioni , Cosi  per  esempio  si  sa  ebe  la  corda  comune  di 
due  cerchi , che  s' intersecano  è il  luogo  de'  punti  da  cui  condotte  le 
tangenti  a’  cerchi  medesimi , queste  risultano  tra  loro  eguali  : la  pro- 
prietà medesima  dorrà  dunque  competere  , relativamènte  a due  corchi , 

che  non  s' intersecano  , alla  retta  dinotata  dalf  equazione  x = „ - 

ai*-o; 

Ed  in  bui , se  dati  i due  cerchi  (e) , (’e'J  voglia  rinrenirsi  una  tal  loca- 
le , chiamando  z , e le  coordinale  di  uno  de*  suoi  punti , si  ha 


\/ — »)*  — ='^  -Ha  — «)’  — n"^ 


donde 
ed  in  Cne 


(a— *)>  — (a  — o)* 


(•) 


eh’  è l' equazione  deOa  locale  cereab  , idenUea  a quelb  defla  eor&  co- 
mune . Parimmite  si  sa  che  la  corda  cornane  di  due  cerchi  divide  b di- 


stanzi de”  centri  per  modo  che  la  diflbrcnza  dtf  quathati  delle  due  parti  à 
osante  la  differenza  dc^  quadrati  de'  due  raggi  t la  proprietà  medesima 
si  le^  nella  eqnuiooe  (»J  per  due  cerchi  comunque  situati . Ecco 


io8 


J.71.  PropoDgIiluBoci  in  secondo  laogo  a delenninare  il  cen- 
tro del  cerchio  locale  , e 1 ano  raggio  onde  possa  descrÌTersi; 
ma  a tal’  effetto  porremo  sotto  una  forma  pih  ranta^iosa  la 
sna  eqnaiiooe 


^•+1*— ax» 


(aao — a’)* — 4n’n''*-\-4"‘^' 


I 4«*n'* 


— (“'i 


(ina — a*)*  ^ ' ' (ina  — a')' 

la  quale  , con  aggìnogere  a’  due  membri  il  quadrato  della  me> 

U del  coefficiente  del  termine  in  s;  a primo  grado  , diviene 

((ina — a’V — 1 

(3.) 

Aina — o’)’+an'’(a«a — a')—4n'n‘\'  I * 

C (»yia-«>)  J ^ 

ed  or  si  vede  che  il  ra^io  del  cerchio  locale  sia  dinotato  da 

(ma  — a’)'  -4-  3«'»(a«a  — a*)  — 

" (aaa— a*)* 

laonde  l’ aicissa  del  ano  centro  essendo 

(ina  — a')'  — 4«'n'‘  -f  ’ 

" (ina  — o’)' 

le  due  distanze  da’  vertici  di  qnel  ano  diametro  y che  si  di- 
stende sull’  asse  delle  x , alT  origine  delle  ascisse,  saranno 
rappresentate  dalia  formola 

(ana~-a'y—4n'n''+4nan’’  ^ _ (ma—a’y+m“(ina—a')—4n’n'  ' 
" (ma  — «•)*  " (ina  — a')' 

Dinotando  adunque  queste  due  distanze  con  x' ,x''y  respettiva- 


sduoQue  , senza  snaturare  le  nozioni  di  carde  comuni , e di  ipterseziont , 
spiegalo  coovenieolomeote  un  (atto  soaUtico . che  da  principia  appariva 
sootraddiUorio  . 
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ineiite  , ti  arrà  dopo  le  ridaxiom  natcenli  dal  duplice  segno  , 


I an- 


a* 


o 


(a«— o)‘ 


Coslrnili  questi  due  valorì  rimarranno  cob  essi  assonali  i de- 
termÌDBoli  del  cerchio  looale  . Per  tanto  la  costruzione  di  que- 
sti due  saloli  è bene  agesole  dapoìchè  riflettendo  che  lePP',  (Ig.  45. 
fjt\  polari  de’  pudli  0 , o , cioè  de'  punti  (o,  o),  (.2n,  o),  t»~  , 
gliano  snU’asse  delle  ascisse  , sale  a dire  sul  diametro  Oo,  due 
rette  espresse  respettisamente  da  (**) 


(*)  Beo  si  comprende  che  questi  due  salorì  litro  non  sodo  , che  lo  . 
radici , ossia  i due  salori  di  x nell' equazione  , die  risulta  da  (n')  fattosi 
y = 0 ; mentre  in  questo  osso  esse  due  radici  dinotano  appunto  le  t- 
sciaie  da  entrambi  i vortici  del  cerchio  locale  . Questi  ssluri  avrebbero 
potuto  dedursi  immaolineoti,  e con  maggior  eleganza  da  quell'  equazione  , 
osservando  che  il  aecoodo  membro  col  segno  cambiato  si  sdodo  a prima 
vista  ne' due  fattori 

aaa'*  g‘  — 

(an  — o)s  ’ a*  ' 

la  di  eoi  somma  compone  evidentemente  il  coeRìciente  del  secondo  ter- 
mine col  se^no  contrario  ; cosicché  questi  due  bttori  ne  dovranno  es- 
sere le  radki  ; ma  più  diretto  , e più  conforme  allo  spirilo  del  metodo 
aoaliUco  é il  procedimeoto  quassù  tenuto , il  quale  , come  ha  potuto  os- 
servarsi. equivale  alla  risoluzione  dell'  equazione  di  secondo  grado  in  x . 

(*'}  Se  da  un  punto  ( x'.y')  preso  sol  pian  i di  una  curva  di  3.  ordino 
data  dall'  equazione 

Ay+3Bjy-l-3Cy  + Dx‘-f  3E*-f  F = o (C) 

al  conducano  alla  stessa  le  due  taugenli , la  retta  tra  I coatitti  , osila  la 
polare  di  quel  punto  , ha  per  equazione  , com'  è noto 
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fl’  — * 

X = — ^ = OP  (35) 

&i  Tedrh  cbe  sia 

?«xOP  OoxOP 

2n ; = =~--T-=.l' 

a a Oc 

5nn'*  2n  X c'p  Oo  X c'p 

•■  {Un  — o)*  Un  — a ~~  oc'  ^ 

Laonde  , tagliata  OD  quarta  proporzionale  dopo  Oc',  OP  , eil 
Oo  ; ed  OJ  quarta  dopo  oc',  c'p  , ed  Oo  , risuUerìi 
x'  c=  OD 

X>'szOd 

e ’l  cerchio  descrìtto  intorno  al  diametro  Dd  sarà  la  locale'  ri  - 
chiesta  . 


Ayy' + B ( xs' + *'y ) + C ( y + / )+ Dxx' + E(x4.*V  + F =0 
Quindi  , se  la  corra  [C')  ti  riduca  ad 

y*  + a:’  — 3a*  + *’ ” ® 

I'  equazione  della  polare  si  ridurrà  ad 

yy'  + ax'  ^ o ( x + *')  + a*  — ■ = » 

Poiché  dunque  il  punto  0 è io  stesio  che  ( o , o)  , cioè  l'origine  dello 
coordinate  , coti  la  tua  polare  sari 

— Il*  + o’  — — 0 

donde  si  ricava 


* 


In  simil  guisa  si  troverà  che  il  punto  o esseodo  espresso  da  { 2a , o ),  ab- 
bia per  polare  la  retta  data  dall’  equazione 
. . P"**-«f*-|-2n)-f-o»'-n'’=:o 
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Or  ti  congiuDga  OP’ , die  locdic^  il  cerchio  (c')  in  P'  ; u 
prodotta  in  S,  si  uniscano  le  So  , SD  , e si  tiri  il  raggio  c'P'  ; 
sarà  questo  raggio  parallelo  ad  So.  Quindi  essendo  Oc'  : OP  ;; 

Oo  : OD  , risulterà  SD  parallela  a PP'  , ossia  perpendicolare 
ad  Oo.  In  simil  guisa  , segnata  la  tangente  oj/s  , si  vedrà  risul- 
tare sd  perpendicolare  ad  Oo.  E dopo  ciò  si  ha  la  scgueule 

Conrositio  ir  e. 

Condotto  pe'  centri  de’  due  cerchi  dati  il  diametro  Oo  , si  f.  ì5,  Ì6. 
tirino  nel  cerchio  (c)  le  due  corde  OS  , ot  tangenti  al  cerchio 
('r'J  ; e dalle  loro  estremità  si  abbassino  su  di  Oo  le  perpen- 
dicolari SD  , td.  Il  cerchio  descritto  intorno  al  diametro  dD  , 
sarà  la  locale  cercala  . 

§.72.  La  presente  composiiione  regge  sia  che  il  cerchio  (c‘) 
si  trovi  al  di  dentro  del  cerchio  (c^  , aia  che  si  trovi  al  di 
fuori  di  esso  ( lìg.  46  ) ; ma  cadrebbe  io  difetto,  o almeno  esi- 
gerebbe di  essere  modificata  , nel  caso  che  i due  cerchi  s’ in- 
tersecassero , come  nella  figura  47  ; dappoiché  non  potreh- 
bero  da  entrambi  i punti  0 , o condursi  le  tangenti  al  cerchio 
(c)  . Però  in  questo  caso  la  composizione  riesce  anzi  piu  age- 
vole , rammentando  , che  il  cerchio  locale  passa  anch’  esso  pe’ 
due  punti  ne'  quali  s' intersecano  i due  cerchi  dati  ( §.  70.  ). 

Quindi  condotta  a (c')\a  sola  tangente  osP' , ed  §d  perpeo- 


a ) = o('2n  — a)-|-a'' 
ed 


/ 


Ita 

«licolarc  ad  Oo  , il  cerchio  locale  puserà  pe'  Ire  paoli  E,  ’È'f 
d ; e ciò  br.sia  n poterlo  descrivere. 

Hg.  'ÌS.  $■'73.  Nel  caso  che  i cerchi  »'  intersecano  paò  avvenire  che 
la  sd  si  distenda  sulla  corda  comune  £E'  ; il  che  ha  luogo , 

■ com’  è chiaro , se  il  centro  di  (c'J  si  confonda  col  ponto  0 ; 
io  questo  caso  il  cerchio  locale  dovendo  passare  pe'  tre  punti 
K , d , E'  situati  in  linea  retta , diventa  di  curvatura  infioita  } 
e perciò  dovendo  i lati  liberi  de*  triangoli  variabili  iocrittr  in 
toccarlo  a distanza  iuGnila,,  sarauDo  paralleli  ad  EE',  » 
quindi  perpendicolari  ad  Oo  ; donde  specialsoeote  ricavasi  il 
irgueole 

T t 0 X M M d 33- 


Se  due  lati  di  un  triangolo  variabile  ùcritto  in  un  cerchio  toe^ 
chino  conlinuametde  un  altro  cerchio  il  di  cui  cr-tro  stia  sulla 
circonferenza  del  primo , il  lato  libero  sarà  costantementt  per- 
pendicolare  alla  congtungetUe  de'  loro  centri . 

Qnal  teorema  ricavasi  dall’  equazione  della  locale  (n')  col 
supporvi  a s=  0 . a 


$.74.  Se  avvenga  che  tra  i delermioanli  de' due  cerchi  dati 
si  verifichi  la  reUzimie  (13)  trovata  nel  $.61  , cioò 


ovvero 


u(s»  o)  = znn' 


(ana  — «*)*  Bs  4«*n'* 
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in  TÌrlù  di  questa  relazione  1’  equazione  (34^  appartenente  al 
cerchio  locale  si  ridurrà  ad 

+ (x  - o)-  = «'■ 

eh’  esprime  lo  stesso  cerchio  dato  (r'J  , coffl’  esser  doTea  per 
ciò  che  si  è detto  nel  68. 

j(.  75.  Suppongasi  ancora,  che  tra  i determinanli  de’ cerchi 
d Bti  si  Terifichi  1'  altra  relazione  (27)  trorata  ai  $.  65.  nel  ri- 
soWere  il  prohlema  X.  , cioè 

(ina  — a»)*  =a  — sa'*  (ana  a’)  4»’*'’ 

questa  relazione  ridurrà  l'equazione  (34)  ad 


la  quale,  come  ben  si  comprende  , non  può  dare  per  ji*  ed  x al- 
tri Talori , che  7 = o 

inn'‘ 

* (aa  — o)’ 

e quindi  esprime  un  punto  sulla  cong^nngentu  i centri , de- 

terminato  dall’  ascissa  , : sale  a dire  in  questo  caso  la 

(an-ay’  ^ 

locale  finisce  di  essere  una  curra  , e si  riduce  ad  un  punto  . 
E perciò 

T MO  n M m A 34. 

Se  $ien  dati  due  cerchi  taU,  che  poetano  iscrieerst  m uno  qua- 
drilateri che  tieno  circoecritti  alT  altro  ; il  lato  libero  di  qualtm- 
que  triangolo  iterino  nel  primo,  con  due  lati  tangenti  f altro, 
poaierò  cotlantemente  per  tot  medetimo  punto  . 

Dal  che  poi  si  deduce  i’  altro 

i5 


T t 0 » t m à 35. 


n4 


Le  diagonali  di  tuli'  t guadrilaleri  iterùliòili  , t eireo$criui6iU 
nel  tempo  et  ceto  a due  cerchi  dati  s inlertecano  in  un  medesimo 
punto  . 

76.  DùcnsM  r equazione  (d')  appartenente  alla  curra  cui 
aono  continuamente  tangenti  i Iati  liberi  de'  triangoli  variabili  i- 
scritti  nel  cerchio  (c)  con  due  Iati  tangenti  il  cerchio  (c')  , ri- 
mane ad  esaminarsi  la  (n),  che  rappresenta  il  luogo  geometrico 
de’ punti  di  concorso  delle  tangenti  nelle  estremilii  di  que'  lati 
liberi  . Ma  poiché  nella  più  volte  ripetuta  teorica  delle  polari 
reciproche  abbiamo  mostrato  come  dedurre  tutte  le  affezioni  del- 
l’una  da  quelle  dell'  altra  , e viceversa  , possiamo  attualmente 
dispensarci  da  quest'  altro  assunto  , mentre  le  due  curve  (n)  , 
(n')  trovansi  appunto  in  -questo  caso  ; e quindi  sarebbe  super- 
flua ogni  ulteriore  discussione.  Uopo  è però  , che  si  conosca 
quale  delle  curve  coniche  esprime  precisamente  la  (n)  ; ed  a 
tal  effetto  rammenteremo  ciò  , che  si  è detto  nella  nota  a 
p.102  ; vai  quanto  «Ure,  che  la  sezione  conica  rappresentata 
dalla  (n)  potiò  essere  ellisse  , iperbole,  o pcsrahola,  secondochè 
il  coefficiente  di  t'  sia  positivo  , negativo  , o zero  . E poiché 
si  fece  osservare  in  quella  nota  , che  questo  coefficiente  potea 
mettersi  totto  la  forma 

( ««  — ^ a )•  — 2i«'*  ^ (37) 

si  rileva  : 1* , eh’  esso  sarò  positivo  se  i due  fattori , che  Io 
compongono  sieno  positivi  entrambi  , o entrambi  nettivi  ; 
2*  , che  sorh  negativo  se  le  qujiatilé  , che  compongono  i dne 
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fallort  risultino  di  segni  contrerj  : 3* , e finalmente  che  qne- 
8to  coefficiente  sali  zero  quanterolle  o 1’  uno  o 1’  altro  de’  due 
fattori  risultasse  zero  . Vediamo  intanto  quale  esser  dee  la  di- 
sposizion  de'  dati,  perchè  abbian  luogo  questi  Ire  diversi  casi . 
Ed  in  primo  luogo,  per  1’  espressione  (37)  positiva,  è necessa- 
rio che  si  abbia 


a’ 

a 


> n' 


o'  , 

— < /!'• 


(an  — a)’ 


Oppn 


> »' 


( 


a 

an  — a)* 


ma  rilevasi  dalle  espressioni  (35)  e (36)  respellivamente 
if'’  = o(  a — OP  ) = o.cV 

n'*  = ( 2n  — ® 

quindi  le  precedenti  relazioni  si  ridurnuino  ad 


/ a ^ 

i — > e'P 

1 a 

' 

T 

< e'P 

/ 

Ed 

< 

1 SA  — a ^ 

1 2A  — * 

* -S- 

( — >.p 

( — 

- < Pp 

Ovvero  a 

{ ?1  > «TF 

VA 

i ^ 

< TP 

T ?T  > e'j» 

1 

< ^ 

bisecando  in  I , e è’o  in  t . Dunque  1’  espressione  (37)  , 
coefficiente  di  f nell’  equazione  (n),  sarà  positiva  se  i punti  P, 
p , poli  conjogati  di  0 , o , si  ratlrovino  o entrambi  tra  i 
punti  I , i , o entrambi  al  di  là  di  essi . £ perù  , quando  ciò 
aia  , la  sezione  conica  (n)  sarà  ellisse  , 


f 
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Td  scconJo  luoc;o  , par  1’  espressione  (37)  negativa  , si  tro- 
Tcrh  collo  stesso  procctlimento  , ebe  debba  essere 

L Ti  > cT> 

ì < Tp 

f'uj.  '19.  Laonde  la  sezione  conica  (o)  sarà  ipcrliole,  se  un  do' punti  P, 
jj  si  trovi  tra  i punti  1 , t , 1’  altro  al  di  là  di  essi  . 

Finalmente  perchè  l’  espressione  (37)  possa  divenir  zero  , si 
troverà  che  debba  reggere  o 1’  una  , a l’  altra  delle  condizioni 
TT  = TP  , ovvero  Ti  = c'p 
£ perciò  la  sezione  conica  (o)  sarà  parabola  se  il  ponto  P ca- 
fig.  50.  da  sul  punto  I , oppure  il  punto  p cada  sul  punto  t . 

^.77.11  problema  di  cui  ci  siamo  occupati  par  che  nulla  di 
più  lasci  a desiderare,  pel  caso  che  le  due  curve  date  sieno 
cerchi , essendosi  compiutamente  discussi  ì risultaraenli  analiti- 
ci che  si  ottengono  per  questo  caso  . Ma  sulle  tracce'  stesse 
sarebbe  egualmente  agevole  praticare  altrettanto  per  1'  equa- 
zione , che  si  ha  pel  caso  di  due  curve  coniche  qnaluaqnc  , a 
fin  di  rilevarne  gli  analoghi  teoremi  ; e questo  assunto,  al  qua- 
le la  brevità  non  ci  permette  innoltrarci  , potrebbe  formare 
un  esercizio  utilissimo  po'  giovani  analisti  ; come  del  pari  utile 
sarebbe  impiegarvi  il  metodo  delle  projezioni . Noi  pertanto 
ci  riserbiamo  ritornare  su  tale  argomento,  non  solo  per  genera- 
lizzarlo a’  poligoni  iscrìtti , e circoscritti  con  varie  condizioni 
tra  un  numero  qualunque  di  curve  algebriche  , ma  anche  per 
esporre  talune  importanti  ricerche  sulla  teorica  dell'  elimina- 
zione, alle  quali  ci  ha  Condotti  appunto  questo  problema  geo- 
metrico . 


Oppure 


( c'I  < TP 

( 7~i  > 7[ 
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IL  PROBLEMA 


D ISCRIVERE  IN  UNA  CURVA  CONICA 

UN  POLIGONO  CO’  LATI  TENDENTI  A PUNTI  DATI 

RISOLUTO  IN  PIU’  MODI 

D A 

« 

NICOLA  TRUDI 


NAPOLI 


iVr/y«  itamprria  per  le  opere  del  prof.  Flavii 

4 84  1. 
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i SUA  ICClLlRili 

za  o>.  n3«««a<&'  siì.smi^iT'6aat> 


MtmSTBO  SEGRETARIO  DI  STATO  DEGÙ  AFFARI  UirERRI 


cc.  ec. 


4S««(fncM 


Altamente  penetrato  deW  accoglienza  lusinghiera , di  cui 
V,  E.  ha  fatto  degna  la  memoria , eh'  ebbi  C onore  di  umi- 
liarle ra'pOLICOni  ISCRITTI  B CIBCOSCRITTI  CON  DATE  CONDIZIONI 
ALLE  CURVE  CONICHE , OT  nou  Saprei  in  altra  guisa  attestarle 
la  mia  ptrofonda  riconoscenza , che  rassegnando  alt  E.  E. 
il  eompimento  delle  ricerche  da  me  fatte  su  tale  argomen- 
to , e che  contiene  la  soluzione  del  problema  generale  di: 
ISCXITEBE  HEUR  AXZIOETTE  CORTE  FOUCoAl  Co’  LATI  TENDERTI  A 
PORTI  DATI. 

Possa  anche  questo  lavoro  incontrar  la  sorte  del  primo , 
ed  i miei  ooH  saranno  pienamente  sodSsfatti. 

Sono  eoi  più  profondo  rispetto,  ed  ossequio 

DiV.E, 


Napoli  sto  Agosto  iSAi- 
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' PROBLEMA 


§.  1.  Iscrivere  io  una  data  curva  conica  un  poli- 
gono i cui  lati  passino  per  altrettanti  punti  dati . 

SolDMIO/TM  At«MBUted 

Soi.Si  prendano  per  asti  qnalnnqne  diametro  della  corra,  e la  fìg. 
tangeote  nel  ano  vertice , aiccliè  l’ equazione  che  la  dinota  «ia 
y =s  m*’  4*  a**  (A) 

£ supponendo  per  poco  esser  quattro  i ponti  dati  , e quin- 
di un  quadrilatero  il  poligono  cercato , i suoi  rertioi  ignoti 
V , V'  , V"  , V"'  si  esprimano  per  (z,e)  , (z',  t>*), 

( a",  e"  ) ed  i punti  dati  B,  B' , B"  , B"'(*) 

sieno  respettiramente  dinotati  con  ( a,  A ),  ( a',  b'  ),  (a",  6")  , 


(*)  Nel  risohere  0 presente  problema  eonrieoe  ebe  si  sssmbì  od  ordine 
al  pnoH  dati;  cosi  nel  caso  attuale  supporremo  che  B sia  II  pnmo  punto, 
il  secondo  , B"  il  terzo  , se.  «e.;  e quindi  passando  per  fi  il  primo  iato 
del  poligono , H secondo  dorri  passare  per  fi' , il  terzo  per  B",  se.  se. 
£ (scile  adunque  a comprender» , ebe  non  cambiando  di  sito  i punti , e 
dando  loro  un  altro  ordine , ossia  un'  altra  successione , si  otterrà  un  po- 
ligono diveizo  dal  primo  ; e tanti  potranno  essere  questi  diversi  poligoni 
per  quante  suscessiooi  sssolulamoate  diverse  potranno  stabilirai  Ira  i pun- 
ti dati , eosmcbè  se  il  loro  numero  si  rsppresóiti  con  m , la  formola  che 

esprunerà  il  numero  dei  poligou  sarà  — ' 


ovvero  S.à.  5...(  ■>  — !).£  poiché  , come  il  mostra  la  soluziooe 
che  andiamo  ad  esporre  , a ciascuna  successione  possono  corrispon- 
dere due  diversi  pou^i , cosi  il  nummo  de'  poi^oni  realmente  diver- 
si , ebe  possono  formarsi  con  m ponti  dati  sarà  in  generale  dinotato  da 
1.8.8.à.5.  — 1) 


6 


y 


( o!" , h‘"  ) . Per  Ul  modo  le  equazioni  a’  Iati  VV'  , V'V", 
V"V'",  V"^V  saranno 


*") 


E dovendo  ciascuna  esser  soddisfatta  dalle  coordinale  de’  pun- 
ti B,  B',  B",  B'",  reattivamente  , si  dedurranno  le  seguenti 
quattro  equazioni  di  condizione 


Esistendo  inoltre  sulla  curva  i quattro  punti  V , V',  V",  V"', 
si  avranno  per  essi  quattro  altre  equazioni  di  cuudiziuuc  pa- 
riformi  ad  (A)  , cioè 


e*  = 

mi’ 

+ 

ani  ' 

= 

mz'^ 

+ 

3»z' 

e"*  = 

mi"’ 

+ 

ani" 

mi'"’ 

+ 

ani'" 

(G) 
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Le  otto  eqiuzioDi  (B)  , (C)  esprimooo  tatto  le  eondìzioni  del 
problema  ; ed  or  b d' uopo  rilevar  da  esse  un'  eUminata  o ad 
una  >ola  incolta  , o a due  in  cognite  coordinate , eoaitichè  co- 
struendo il  luogo  geometrico , che  ne  risulta , posta  aversi  nelle 
sne  intersezioni  colla  curva  proposta  un  de’  verUci  ignoti  del 
quadrilatero  . 

Per  tanto  ad  effettuire  questa  eliminazione  pongasi 


V V V 

X s s 


— 


(D) 


combinando  queste  novelle  quattro  equazioni  con  ciascuna  delle 
(C)  respetlivamentc  si  trovera 


in  inr 


as 


inf^ 
—•  m 


s 


n 


in 


r"'»  — m 


E le  equazioni  (B)  diverran  poi , con  la  sostituzione  di  questi 
valori , dietro  le  ovvie  riduzioni , 

b ( r '+  ) — orT'  ca  ma  -J-  in 

V (r»  +r"  )-.a'/r"  = ma'  q-  in 

h"  ( /'  4.  /"  ) — o'VV"  = ma"  + in 

V"  (/"  + r ) — o"V"r  a=  ma'"  + . 

In  tal  guisa  siam  giunti  ad  ottenere  quattro  equazioni  a quat- 
tro ineognite  , stante  che  il  poligono  da  iscriversi  è di  quattro 
lati  ; ma  si  comprende  agevolmente , che  ove  si  trattasse  di  un 


/ 
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poligono  di  maggiore  o minor  nomerò  di  Itti , il  nomerò  di  tali 
equazioni , e quindi  quello  delle  nimre  incognite  corriaponde- 

sempre  ai  numero  de’  Iati  del  polìgono.  Or  qualunque  aia  il 
numero  di  queste  equazioni , 1’  eliminata  ad  una  sola  incognita, 
per  esempio  in  r , è necessariamente  della  forma 
Pr'  -f-  Qr  S ss  0 

OTTero  , restituendo  ad  r il  suo  calore  ohe  rattroTSsi  in  (D) 
P(m2  + 2n)+Qw  + Sss=o  (F) 

equazione  dinotante  una  retta.  Costruendo  adunque  questa  ret* 
ta  , essa  segnerà  sulla  curva  l’ ignoto  vertice  V del  poligono 
cercato  ; e potendo  esservi  due  iutersezioni  -,  il  problema  po- 
trà in  generale  aver  due  soluzioni.  Ove  poi  ne  piacesse  ottenere 
i valori  numerici  di  z , e di  t/ , basterà  combinare  la  (F)  con  la 
prima  delle  (C)  ; da  che  si  rileverebbe  un’equazione  di  secon- 
do grado  o in  z , o in  V . 

Sono  queste  le  tracce  semplicissime  che  convien  seguire  per  la 
risoluzione  del  problema  di  cui  trattasi  (*);  e ne'casi  speciali  sa- 
rà lavoro  di  puro  calcolo,  e scevro  da  qualunque  difficoltà  il  rin- 
venire i valori  de’  coefficienti  P , Q , S ; scorgendosi  diiara- 
mente  dalla  forma  delle  equazioni  (E) , che  non  ai  riebie^  a 
lai  uopo  alcun  artifizio  particolare  dì  eliminazione  . 

Intanto  noi  ci  fermeremo  ad  esaminare  , e discutere  i soli  ri- 

['J  l.a  faciliì  tiolla  presente  analisi  potrebbe  indurre  a hr  giudicare  il 
problema  o di  lieve  conto , o di  niuna  diRìcolU  ; ma  chi  conosce  con  quan- 
to stento  sieai  potuto  appena  pervenire  da  distinti  geometri  alla  sola  eqiia- 
zione  pel  caso  del  triangolo  , lo  giudieberà  beo  allriroeali  . E ci  sia  per- 
messo osservare  esser  questa  la  prima  volta  , che  l'analisi  algebri<'a  ap- 
plicala a si  difficile  qiiistioac  vedesi  eatoSB  al  di  li  de'  Ire  punti. 

> 

t 
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•nlUmeuti  , che  si  hanno  pel  caso  , in  cui  il  poligono  richiesle 
debba  essere  un  triangolo  , o un  quadrilatero  , cioè  quando  i 
punti  dati  sien  tre , o quattro  ; mentre  , come  si  vedrà  piu  ap- 
presao,  un  maggior  numero  di  punti  non  serve  che  ad  aumeutara 
in  apparenza  la  dillìcollà  del  problema  , riducendosi  sempre  la 
‘qnisiione  • all'  un  caso  , o all’  altro  , secondocchè  il  loro  num»- 
fo  sia  imjiari  o pari  - 


Sviluppo  , * rostruzione,  dtIT  eqmzionf  pel  cuio  del 
T K 1 J y c 0 IO. 

2.  Seguendo  il  metodo  esposto  le  equazioni  (E)  pel  caso 
. del  triangolo  , essendo  tre  i punti  dati  , si  ridurranno  a 
t (r  + r"  ) — arr'  = ma  + a* 

i (r'  + r")  , — a'r'd'^  ma'  -p  an 
+ r ) — a"r"r=:  ma"  + in 

eliminando  r tra  le  prime  due  , e sostituendo  nel  risullamen- 
to  ad  r"  il  valore  , che  ne  da  la  terza  , si  otterrà  la  seguente 
equazione  soltanto  in  r 

e 

q-i»o"A*'+anW'—  l_y'^U'-~maa'—na—»a’) 

— ma'bb"  — wbb"  — 4"'«A — b'  (ai«a"+»a'''+»o) 
\.mai'b'’+\nb'b"—  amnaa'L  j (maa"+«o''+na') 

— m’ao'o"  J 

£ poiché  dalle  equazioni  (D)  si'har  = — , ed  r 

colla  soatilosione  di  questi  valori  la  precedente  equazione^  coa- 
«enientemeote  ordinata  , diverrà 

a 


Digitized  by  Google 


IO 


+a"bb' 

.f.(mo"-t-n)Ai' — mna'o" 

j — A"(AA' — maa'—na — «o')i 

1 

— (ii»o'-t-n)M" — mnaa' 

f . —A'  (maa"4-"a"+"“)  )(■ 

—miia'a' 

-J- (ma-f- n)i' A"— m noe" 

1 -pA  (ma'a"-|-na"-fno')  1 

+ab'b" 

—m'aa’a" — an’a' 

1 / 

J 

— anao" 

È questa  l’ equazione  alla  retta  che  risolte  il  problema,  e che 
corrisponde  pel  caso  del  triangolo  alla  (F)  sviluppata  . Per  co- 
struirla cerchiamo  darle  una  forma  pib  simmetrica  ; ed  os- 
servando , che  possa  introdursi  ne’  ooelEcienti  di  s , di  v , o 
deir  ultimo  termine  un  fattore  della  stessa  forma  del  quadrino- 
mio , che  vedesi  nella  prima  linea  del  coefficiente  di  v , la  seri, 
veremo  cosi 

— ma  a'  —na  — "<>0)  — b"{bb'  — ma  a'  — no  — «a')l 
—(ma'  -\-n){bb"  -—ma  a” — na" — a»  ) )s  (bb”—ma  a"—na" — n«  ne  | 

4-(nia  -\-n'^b'b"—ma'a''—iia"—na'))  —-b(b'b"—ma'a" — na" — na')j 


b'  — ma  a'  — na  — na')  j 
— o'(i  b" — ma  a" — na" — na  )\„ 
+a  (b'b"—ma'a"—na"—na')) 

e questa,  raccogliendo  i termini  die  hanno  gli  stessi  coefficien-i 
ti , potrh  ordinarsi  nel  seguente  modo 

_ ^A"K_<ma".^.n)-na"^^i  b'  — ma  a'  —na  — na'^  J 

-h  ^b'  v—z(ma'  -l-n) — no'  — a*'*  — ao  ^ ~ 

— V — *(ma  .p») — na  — ma'a" — na" — no'^  1 

Ridotta  l'equazione  a questa  forma,  si  rende  di  facilissi- 


= o(H) 
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nu  costruzione  , sol  cbe  sì  tenga  presente  I’  equazione  <)clla 
}>oUre  di  mi  punto  ( .c'  , y‘  ) sul  piano  della  cur\a  , che  , co- 
m'  è noto  , è espressa  da 

yy'  — ar  ( mx'  + « ) — »w'  = » 

Ciò  posto  la  (I^  oiTre  diverse  relazioni  semplici  e naturali 
per  assegnare  la  direzione  della  retta  che  le  corrisponde  , e tra 
esse  potranno  sct^glieisi  le  sejpienti 


li. 


— na** j = 0 

t* — 

— nu' 

b"—ma  a" — mi" — na  ^ ) 

= 0 ^L) 

— ^ V — z{ma 

q-fi) — na 

^^b'b"—n,a'a"—nu"-na’^  ) 

^b  M — zhiia 

+n) — na 

(M) 

— — i(»no"-fn)— no' 

1 '• 

b'  — ma  a'  —na  — ua'^  j 

= o(N) 

e — z[mcl  +b) — tia' b"~-maa" — na"—na  ^ 


Costruendo  le  quattro  rette  (K) , (1^)  , (M)  , (N) , sì  avranno 
nelle  intersezioni  delle  prime  due  (K) , (L)  , e delle  altre  (M), 
(N)  due  punti  della  retta  (I)  , la  quale  potii  essere  in  siffatta 
guisa  assegnala  . Or  la  (K)  altro  non  essendo  che  la  polare 
di  B"  , si  vede  chiaro  che  por  avere  il  primo  punto  rimanga 
a costruire  la  sola  (L) . Si  osservi  a tal'  effetto  che  questa  e> 
qonzione  è soddisfatta  dalle  coordinate  a',  b"  , e si  conosceii 
che  la  retta  da  essa  rappresentata  passa  pel  punto  B";  e per 
averne  un  altro  ponto  potrà  ricorrersi  alle  relazioni  che  dalla  me- 
desima  si  ricavano 


bv  — i ( ma  -b-  n)^  na  =z  o 
b'v  — z { ma'  + ® 
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quindi  alla  (1)  : ma  vi  tuoI«  uno  apirìto  profetico  per  co- 
noscere , che  aggiugnendo  termini  sntla  (G)  , che  sareb- 
be r equazione  aenpUScaia  dal  problema  , possa  darsele  una 
forma  così  beo  costmibile  , qual  si  è quella  della  (1)  ; e basta 
per  conriocersene  riflettere  , uhe  siffatta  costruzione  fu  dall'au- 
tore  , con’  ei  stesso  il  previene  , dedotta  la  prima  volta  non 
gii  per  la  parabola  , ma  pel  cerchio , e per  nn  cammino  dU- 
verso  da  quello , che  poi  tenne  ne’  suoi  Annali  . Del  resto  , 
potendo  questa  costruzione  assai  piti  facilmente  , e piìi  natural- 
mente rilevarsi  dall'  analisi  geometrica  , la  precedente  nostra 
concettura  diventa  certezza  ; e ci  persuadiamo  , che  siasi  ri- 
dotto r affare  in  mano  a Gergonne  a dorcr  legitlimare  alge- 
hicamtntt  una  sobizione  che  già  teneva  per  altra  ria  , 

3.  Che  che  però  ne  sia  di  ciò  noi  passeremo  ad  ad- 
ditare un’  altro  processo  , eh’  è assai  più  oaturalo  per  co- 
struire r equazione  ( G ) , e che  può  inoltre  utilmente  seguir- 
si in  casi  simili  . Intanto  a solo  oggetto  di  toglier  dall’  oc- 
chio del  paziente  lettore  tutti  quei  simboli , che  sarà  possi- 
bile , e metter  meglio  a vista  ' il  progresso  delle  operazioni  , 
semplieizieremo  1’  equazione  riconducendola  al  caso  della  pa- 
rabola (*)  , ed  obbligando  di  più  un  degli  assi  , per  esempio 
quello  delle  ascisse , a passare  per  uno  dei  dati  ponti  , come 
a dir  B'  ; le  quali  due  supposizioni , mentre  nulla  detraggo-  flg.  3. 
no  alla  generalità  della  soluzione , importano  che  si  abbia  , 
fn  = 0 , e ò'esso  -,  il  che  riduce  la  (G)  a ‘ 

(*)  Non  ostante  l'equazione  della  curvi  si  riduca  alla  paribola  , U G- 
|ura  può  restare  elUsso , essendo  ciò  ìndiRereote  po'  risutUmeali . 


i4 


Lo  retta  espresae  da  questa  equaiione  , doveiido  trovarsi  nel 
piano  della  curva  , può  esser  considerata  come  la  polare  di  un 
punto  P f quantunque  ancora  ignoto  . E poiché  , conosciuto 
questo  punto  , la  retta  rimarrebbe  immantinenti  assegnata  , ci 
proporremo  però  a determinarlo.  Indicandone  dunque  le  coor- 
dinate con  t'  , y , r equazione  della  sua  polare  sarà 

^/c=n(.r  + j^)  (P) 

la  quale  in  conseguenza  apparterrà  alla  stessa  linea  rappresenta- 
ta da  (0)  . E però  messa  quest’  ultima  sotto  la  forma 

’/ 

) 


(O) 


6"(a-f-a')M6(a”-4-a')  ii"a^-f-anaa'‘ 

vn rr-, .■■■  ■ — • = ;i  ( z q-  • 


bW  '-^2tia' 


si  vedrà  che  le  coordùia- 
e del  polo  P sono  espres- 
sa da 


bb''+2na' 

b''(a+a')  + -bO 
bb  ' -f-  2«a' 

bb''a'+2imu” 

bb"-^iOa 


(Q) 


Costruendo  queste  due  es{»'essioni  co’  metodi  ordinaij  , si 
avrebbe  il  punto  P , e quindi  la  retta  (0)  : ma  altre  più  sem- 
plici espressioni  possiamo  ancor  dedurne . In  fatti  trattandosi  di 
un  punto  , può  sempre  supporsi  che  risulti  dalla  intersezione 
di  due  reUe  ittdelcrminaU  , le  quali  o siano  parallele  a rette  date 
di  silo  , o passino  ciascuna  per  un  punto  dato  , o siano  in  lino 
assoggettate  ad  altre  convenevoli  condizioni  , secondo  il  giudi- 
zio deir  analista  . Introducendo  cosi  le  equazioni  a queste  due 
nuove  rette  , si  otterranno  altre  relazioni  tra  le  quali  si  sceglie- 
ranno quelle  , che  permettono  determinarle  più  facibnente  . 
Sopporremo  adunque , nel  cnso  presente  , che  le  due  rette  in- 
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determinate  , cbc  debbono  darci  il  ponto  cercato  P passino  per 
quei  due  dei  tre  punti  dati  pe’  quali  non  passa  l’ asse  delle  a- 
aciase  , cioè  pe’  ponti  B , B".  In  tsd  modo  queste  due  rette 
avranno  per  equazioni 


y — i 
y—U' 


J 

a — X 


-(*  — “ ) 


a"— X' 


t(*-0 


(«) 

(S) 


Intanto  in  virth  de’  valori  di  x'  ed  che  ai  trovano  in  (Q) , 
si  ha 

l—y'_  ang')— u&”(o+o')— n/>(a»-t.a')  _ 

a — x'  a(l>b"-\‘ina') — bb"a'~inaa'' 

nb"{a  + a') 


b^bb"+  «(a  — a")'^—nb"(a+a') 

„Qb"+  n{a'—  o")^— «'W'+naCo'— «")  « — 


t,b"+  n(a'  — a") 
a’bb"—na[a'—a") 
bb"-\-n(a' — a'  ') 

Soslitnendo  qnesta  espressione  in  (R)  vedesi  manifestamente  , 
che  la  retta  da  essa  rappresentata  passi  per  un  punto  avente 
r ascissa 

_ a'W"— «g(a'— a") 

* ~ bb''-^n{a'—a") 

e r ordinata 

v"= 

^ bb"-^n{a — a") 

Or  tra  queste  due  equazioni  si  elimini  una  volta  la  6 , ed  una 
volta  la  b”,  si  avranno  cosi  le  due  allrc  equazioni 
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le  quali  moetrano  che  il  punto  (j;'"  , jr")  alia  Unto  sopra  una 
retta  , che  passa  pei  punti  (a' , o)  , (a"  , i"  ) , cioè  p«  punti 
B' , B"  , quanto  sulla  polare  del  ponto  («,  i),  cioè  del  punto 
6 : Yale  a dire  il  ponto  j")  , eh’  è un  ponto  di  (R),  si  tro- 
verà nella  interserìoDe  di  queste  due  retto  , date  F una  , e F al- 
tra ; e sarà  in  conseguenza  il  punto  a . Ma  la  retta  (R)  passa 
per  B , dunque  essa  « completamente  determinato  . Costruita 
la  (R)  , rimane  a costruirsi  la  (Sì , onde  avere  nelle  loro  intor- 
' seziooi  il  punto  P ; ma  osservando  dalla  forma  di  questo  equa- 
zione , che  la  retta  (S)  aia  rispetto  a B"  ciò  eh’  è la  (R)  rispet- 
to a 6 , si  conchinderà  , eh'  essa  vada  nel  modo  stesso  rileva- 
to . K dopo  ciò  si  avrà  la  segiicnle 

C«MfOSIZiOMt 

Si  unisca  un  de’  dati  punti  cogli  altri  due  B , B"  , e rilera- 
ti  i puDti  a''  , n in  cui  ciascuna  delle  congiungenti  iacooira  la 
polare  deH’  altro,  si  tirino  le  Ba  , B"a'’  . 

La  polare  deV  piloto  P , intersezione  di  queste  due  rette,  se- 
gnerà sulla  curva  due  punti  , ciascun  de'  quali  potrà  prenderti 
per  vertice  di  un  triangolo  , che  soddisfa  al  problema. 

La  via  che  abbiam  tenuto  onde  pervenire  a quesi’ultima  com- 
posizione è del  tutto  nuova  , e con  egual  suoces.so  noi  l’ahbiam 
seguita  in  coslroire  altre  algebriche  espressioni  anche  piò  compli- 
cate . La  stessa  soluzioné  , ohe  contienai  nella  composizione  , 
è pur  nnova,  e pare  che  sia  la  più  semplice  di  quanto  ne  ha  ri- 
cevuto finora  il  problema  , di  cni  trattasi  , limitale  al  caso  del 
triangolo. 
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Sriiiippo  f < costruzione  deìC  equazione  pel  caso  del 
Q c .4  p a 1 L e T t MO. 

4.  Le  quAtti-o  equazioni  , cb*  ai  oUeu^ono  pel  caso  , io 
s ui  il  poligono  dia  iscriversi  sìa  mi  quadrilatero  , sono  , coma 
già  si  è,  visto  (§.  1.  ) 


6 

( r -j-  / ) — ar/ 

— ma 

-p  2n 

y 

( r'  +r"  ) — «VV/ 

ss  ma' 

+ Sn 

b" 

r"j  — fl'VV"' 

=5  ma" 

■f  in 

b'“ 

(r"'+r  ) — o"V"r 

= ma'" 

•p  2n 

I I • . 


le  qoali , ricoiidotte  al  caso  della  parabola  colla  sopposiziooe 
di  m = a ^ a solo  oggetto  £ sempiicizxare  il  calcolo , divao- 
gono 

6 ( r «f  r*  ) — arr  ss  2» 

*’  (/  +r"  ) — fl'r'r"  K Jg* 

r ( r"  +»'")—  »"r  'r"  * «o 

«"'(/'’  + r ) — o'V'V=  £n 

clboinando  r tra  le  prime  due  , ed  r"'  fra  le  ultime  due  sepa- 
ratamente , ai  banno  le  due  es|Nressio(fi 

(M'  — Una')  ^ r (6a  — ò'a) 

„ j2«  (i"’  —i")  + r (6"6"'  — Sua'") 

’’  “ (ò''A^'*~-Xnu")  + r (6"'a"  — 6"a'") 
t^oindi  r equazione 

in(ò—ò')  + r(U'—3Ha)  _ ^ ^ 

(M'—3fia'y+  r(ia'—ó'a)  ~ +r(A'"o"— é'V")  ^ 
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Che  fviluppeta  , può  ordlosrsi  còsi 

4(Ai'_ana  ) ) 

^ ^ — (M'— Ma')  aW"  )( 

I ri 

(òi*— aaa'  ) ^ — 2n^b"'—b")  {ba'  —Va  ) ' ) ~ 

4 {W—ana)  {b'"a''-b"a'")  \ f 

')  ) !-, 


— (4"i"'_ana' 

Aveodosi  duaque  » cdr*  = equtiloae  preceden- 

te dÌTerrà 

3»a  ) 

— {bV—amx')  (ò"4'"— a«a"')  | 

4(0—4')  (4"4"'_ *»a")  ì 4 a»(4-4')  (4"V'— 4"a'"  ) 

b'—ana')  J '**  — an(4'"_**0  (ba'—b'a  ) ) '>=«(1^^) 


^4'"— 4")  (44'. 


4 (44'— sua)  (4"^a"— 4"a"0  | 
^ (4"4«"— a*s'")  (4a'-4'a  ) { 


v»l 


La  retta  rappeaentata  da  questa  equazione  segnerìi  sulla  cur- 
fig,  1.  va  r ignoto  vertice  V (*).  , 

Per  costruirla  sarh  bene  renderla  alquanto  più  semplice  fis- 
sando più  convenientemeole  il  sita  degli  assi  , eh'  è finora  ar- 
bitrario ; e ricorrendo  alla  regola  prescritta  dal  Newton  da- 
remo loro  nn  sito  intcrme<fio  ai  quattro  ponti  dati  , facendo 
passar  1’  asse  delle  ascisse  pel  punto  d’  incontro  delle  ret- 
te , che  congiongono  i ponti  dati  due  a due  ; per  esempio  B 


(*)  Cioè  il  vertice  risultante  da'  due  lati  del  polìgono  thè  pastsno  pel 
primo  punte  B e per  l' ultùno  B'"  , 
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•-•on  B'  , e B"  con  B'"  . Le  eqitatloni  di  qu  «sic  due  rette  »»- 
canno  rr^tlivemenle  dinotate  da 

' .... 

A'*"  — k**  ' 

'fs[irimend(r  adnnquc  eon  (c  , o)  il  ponto  C di  loro  incontr» 
•ì  a>ranuu  le  due  equaiioni  di  condizione  t.  . < i 

■ a' 


— b'”  = 


* a — a'  ^ ‘ 
b'"  — h' 


") 

( c - «"  ) 


(V) 


donde 


la’  ~.b'a=^cib—l') 

*»V'  ssc{V'’  — V')- 

Ed  in  tittìi  di  queste  due  espressioni  la  (C)  si  riddrrl  a 
-j.  (bb'—ama)  a«a") 


(X) 


(i-d*)  ann''))  — (»'— an«0  (*"*"' 


— (4«'_d")  (W- 


.'-.na')5 


-ano  . 
— nno'")| 


+ (4"*— J")  CM'  — «M)i 
— (d—i')  (i"i'"_aiio"0  ì 


••Oh 


alte  I 


5.  S.  Cominciamo  dall’  esaminar  questa  equazione  da)  case 
pHi  amnplioe  , cioè  quando  i quattro  punti  dati  stanno  por  diia> 
to.  In  tal  caso  le  dne  rette  (V)  dìTerranno  coincideiità  ; e que* 
' sta  circottaqaa  darà  lao^c  alla  condiùone 
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b—i'  l'"—l 


(Z) 


laoltre  polendo  sempre  supporsi  in  questo  caso , che  l’ asse  del-, 
le  ascisse  passi  per  uno  dei  quattro  punti  dati  , esempio 
per  B",  risulterk  a"=  c , o . Quindi  l’  equaaione  (Y)  , e 
la  (Z)  dÌTenanno  respetti rameale 
m^%ne(b—y)  f «-.«(44'— a»«)  ì +4"'(44'— aa«)s 

—4'"  (44'-.an«')l  * +a"'(44'— ina'))  +aa«"'(4--4')  ^ ® “ 

(•) 


(* 


4—4' 


ò'" 


Bilerandosi  per  tanto  dalla  condizione  (a) 

Lf< 

>') 

(4—4'  ) (a’"— a) 


y-Ca-a')  -H  c(4-4') 
(4-4') 


(a — a) 

essa  sari  ademiùuta  sostituendo  in  (a)  o 1’  uno , o 1'  altra  di 
questi  Talori . 

La  sostituzione  del  valor  di  a'"  riduce  la  (a)  a 

Ì-J-  anc(  4 — 4'  ) \ 

1 p 

, +4'"(44'-a~')J 

"^<+4'"(44'— aea')i*  /+ant(4  — 4')  » 

’^^*~*'^l+4'"(44'— a»o')  I 


£ dalla  sostitnziose  del  valor  di  4'"  ù avrebbe  poi 
l+«"'(44'. 


i+«"'(44'— ano') 
f— <(44'«—  ano  ) 


t+o"'(44'-a*a')J 
ì (“<(  W'  — ano  ) J ' 


Ì-pó"'(44'  — ma')} 
— c(44'  — ano)  ^ 


■ ■—  o («=) 
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E qucite  due  ultime  equuiionT colle  riumone  de’  tcmùai  nolli- 
plicati  degli  stesti  cocfficieoli  riduconsi  e 

z(A— -a')  q-c'A— y)^^o'"(4A'— a«i')— ana)^  = 
T • ' 

dalla  prima  delle  quali  ti  ha  -, 

ine  ( 4 — b')  4-  4"'  ( 44'  — aj»a'  ) = o 4 

? («y 

«'  ) — e ( 44'  — ano)  = 0 i 


e dall’  altra 


a'"  ( 44' 


E ciascuna  di  esse  uè  mottra  in  consegueaza  , che  il  problè 
ma  , pel  caso  che  i quattro  punti  dati  stiano  in  linea  Vetta , 
sia  più  che  determinato  , a per  meglio  dire  , che  la  situazione 
di  uno  dei  quattro  punti  dipende  da  quella  degli  altri  tre;  e lis- 
tato poi  una  rolla  il  sito  di  questo  quarto  puulo  lu  conseguenza 
dei  tre,  il  problema  direnla  indeterminato  : cioè  a dire  che  co- 
munque s' iscriva  nella  curva  nn  quadrilatero  , di  cui  tre  lati 
passino  pe’  primi  tre  punti  , il  quarto  lato  passerà  sempre  pel 
quarto  punto  cosi  determinalo  ; il  che  riproduce  il  toorema  ri- 
levato la  prima  volta  pel  cerchio  dal  prof.EIauti  , come  altro- 
ve abluam  detto  , e che  in  altri  termini  può  cosi  enunciarsi  ; 

Se  tre  lati  di  un  quadrìlalero  variabile  iscritto  in  una  cur- 
va conica  passino  per  tre  punti  dati  in  linea  retta  , il  quarto 
lata  passerà  ancK  esso  per  un  dato  punto  situalo  per  drillo  coi 
primi  tre  . ^ ' 

Le  due  relazioni  ( n ) danno  il  mezzo  , onde  dati  i tre  punti 
, B'  q C , possa  determinarsi  U quarto  B"' , che  esprìme- 
remo per  ( »,  ) , onde  distinguer  meglio  il  caso  , in  cui  que- 

sto punto  non  è sulla  stessa  linea  che  passa  pe’ punti  B , B'. 


22 


(«) 


e Min  questi  i Tilori  delle  coordinate  del  quarto  punto  fi 
a cui  daremo  per  broviU  la  deDominazione  di  punto  di  eotue- 
guensa  a riguardo'  de*  tre  punti  dati  B , B',  C , per  I’  ultimo  de' 
quali  passa  1’  asse  delle  ascisse  ; di  tal  ebe^se  tì  sieoo  sopra  d- 
Ira  retta  riferita  agli  assi  medesimi , c che  passi  egualmente  C, 
'due  altri  punti  B'',  II"',  il  punto  di  comrgu<n:a  rispetto  ai  tre 
punti  11",  C rcirà  determinato  dalle  coorrlinate  ' ' * 

. . , y’t'"  _ 

. , * = " y'b'"  _ 

y'‘ 

, jS  = _ a« 

Le  espressioni  (z)  , ( a ) potrebbero  facilmente  costruirsi  on- 
de ottenere  il  punto  di  conteguenza  ( e,  ^ ),  0 1 altro  ( •*,  P'  ); 
ma  ore  occorra  di  assegnare  effettiTamente  un  di  taK  punti  , sa- 
rà meglio  rilevarlo  coll'  arbitraria  inflessione  di  tre  secanti  alla 
curva  da'  tre  punti  dati  , eoncchà  >i  iscrìvano  tre  corde  succea- 
sire  : la  quarta,  che  compie  con  èsse  un  quadrilatero,  segnerh 
sulla  retta  , che  contiene  i tre  punti,  il  piuMdU  coiueguenza  ri. 
spetto  ad  essi  . 

6.  Discusso  il  caso  de’  quattro  punti  in  ìinea  ietta  , resta 
ad  esaminare  il  caso  , in  cui  i quattro'  punti  sien  siUuti  ce» 


Intanto  da  quelle  relazioni  si  ricava 

I » II.'  - ■ . 

bb' — ma 
bb'—'Àaa' 

4 

b — b' 

b"'  = ^ = - ,«r— 


bb'  — ano' 
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oittaque  , v*te  a dire  ad  occuparci  della  coalruiione  dell’  equa- 
zione (Y)  : ma  for(uoatameote  la  diacussione  di  quel  semplice 
caso  ci  ha  pr^>arati  , e quasi  sen^a  rolerlo  , ad  adempiere  as- 
sai facilmente  anche  a questo  oggetto  ; e basta  porre  a conTrou- 
10  la  forma  delle  espressioni  (e^  , (r)  colla  forma  de’ termi- 
ni , che  compoogooo  I’  equazione  (Y)  per  iacorgere  a che  si  ri- 
doca  la  faccenda  . Diridiamo  adunque  tutf’  i termini  della  (Y) 
per  ( bb'  — ina')  ( b"b'"'  2art  ' ) ' moltiplichiamoli  con- 
temporaneamente tutti  per  c , e scrÌTÌamo  poi  tutta  l' equaziooc 
a quello  modo  , , 

ifc'  — -j/ja'  b'  b"'  — uno" 

y'  bb'  — a«rt  - — sno"'  \ ' ’ 

" I “•  " b’-b " _ ) + '■  ■■' 

V'-b"  bb’-tna  ••  b—y  y'b'"  — 

' ^bb'—'ina  bb'—-A»a'  ' ' b"b'"  — tna" 

» - ' ’ , • 

Dopo  cih  si  rarvisa  , che  il  primo  tcrmifie  del  cocHicIente  di 

« è r ordinata  del  punto  di  eonitguenzn  riguardo  a’  punti 
It  , R'  , C , c che  il  seeondo  termine  sia  T ordinata  di  ^simii 
punto  riguardo  a’  punti  B"  , i ^1  termini  del 

coefficiente  di  v si  veggono  le  ascisse  di  qnesti  dne  ponti  ; e 
nel  termine  cognito  Goalmeale  si  osservano  due  prodotti  na- 
scenti r uno  dall'  ordinala  del  secondo  de’  punti  stessi  per  1’  a- 
sciasa  del  primo  ; 1'  altro  dull'  ordinata  del  primo  per  l’ ascissa 
dd  aecondo.  Dinotando  dum|ue  questi  due  punti  per  ( » j )i 
( fi'  ) , ponti , che  gik  sappiamo  determinare  ( $.prec.  ) , U 
(u)  diverrt 


I 
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^ + = ì 

Che  messa  sotto  la  forma  • 

/9-/9' 


V—  fi: 


A — A 

addita  la  retta  , che  passa  pe’  punti  ( x , jS  ) , ( •’  » ^’  ) ; • 
quindi  essa  rimane  determinata.  Sorge  pcrlanlo  da  tutto  ciò  la 
seguente  ' " 


CumroststoHK. 


Pg.  /.  Si  uniscano  due  a due  ■ quattro  dati  punti  o si  rilevi  il  pun- 
to C , in  eni  a’  incontrano  le  conginngenti  BB' , B"B'".  Si 
rinvengano  poi  i punti  D , D'  , 1’  uno  di'  cotueguenxa  rispetta 
a B , B',  C , r altro  rispetto  a B'",  B",  C ; la  DD'  segnerìi 
salia  corra  due  punti  ciascun  de'  quali  può  prendersi  per  yer- 
tice  di  un  quadrilatero  , che  risolve  il  problema  . 


5-  7-  Dopo  ciò  , che  precede  , si  rende  ben  agerols  1'  esame 
delle  eqnaaioni  per  ogni  altro  poligono  ; e ne  daremo  una  pruo- 
va  analizsasdo  brevemente  il  caso  di  cinque  punti. 

Le  equazioni  del  problema  per  questo  caso  sarànoo  , rap- 
portate smpre  alla  parabola  per  scroplicitò  di  calcolo  , 


t 

(r+r'  )— orr'ssA. 

■ (■) 

(/+r"  )— oVV'=;2a. 

(0 

b! 

(r"-br"/  )— o"rV"s=  Al 

« 

h'" 

( /»+  t'"'  ) — o" VV'"  ae  U 

(0 

b"‘  \ r’"->r  r ) — a"'V"'r  = 5is 

(■) 

e beendo  passar  1’  asse  delle  ascisse  pel  ponto  d’ incontro  del- 
la retta  che  coogiunge  i due  punti  ( <t , ò ),(«',  ò'  ) con 
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'q\icl)a  cìic  congìiingc  gli  altri  due  punii  (a",  l" ) ) b’  ')  ^ 
'esprimendo  questo  incontro  con  ( c > u ) > si  oUcrraonu  preci- 
■sninente  le  stesse  due  relaxicni  (X)  del  §.  4. , eloè 


ba  Va  t=  c (b  ~l>'  ) 

t"  _ Va'"  ss  c ( V"  — b") 


(=>) 


Intanto  si  elimini  r tra  (b),  (i)  , ed  r " tra  (k)  , (t)  ; dedocen- 
do  da  ciascuno  de’  risultamenti  il  valor  di  r",  si  troverà 

,,  _ 3'»(4  — V')  -f-  — ana) 

[bV  — aita')  -Y  i{bu'~Va) 


„ "'{b"V''-aaa"'\ 

’■  (4'T"— 2«a  0 + ,""{b"'a''~b"a'") 


«(uiodi  r equazione 

^n{b—V)  + t{bb' — 3oa)  _ in(V" — b'')+r''''(b"V" — ana''  ) 

{bV—2na’)+r{ba'—Va)  ~~  {b"V"—3na'')-\.V''{V"a"—Va"'  j 

la  quale  in  virtù  delle  due  relazioni  (n)  diviene 
3n(b-i')+7iU'-ina)  _ ii«{V"-V')+r""(V’V''—xna"'),  , 

ibb'—3na')  + n(b-b')  ^ (V'b"'—-u,a"-)+j''"f{b"'—V'~^*^ 
Rimane  ora  ad  etàninare  r"'  tra  quest’  nlUina  equazione  e la 
(m)  , onde  aversi  I’  equazione  solamente  in  r ; ma  pria  che  ciò 
ai  esegua  rifletUsi,  che  ì tre  punti  ( « , 4 ) , ( o',  i')  , ( c,  a), 
sono  in  linea  retta  al  pari  degli  altri  ( a"  , é'')  , (o'"  , b"')  , 

( c , o ) ; se  dunque  sì  dinotino  con  ( * j /3  )>(•',  /S'  ) i lo- 
ro rispettivi  punii  di  conseguenza , si  rileverà  dalle  espressio- 
ni  (*)  , (f)  del  5. 

^ c(bb'  — aaa)  a aac(A  — V) 

bV  — aao' 

, ejV'V''  — ina"') 


fi  =. 


VV"~~tna'‘ 


/9'a=  — 


bb'  — ano.' 

MeCb"'  — V') 


V'V'^anar 

4 


donde  le  equazioni 

• (bb'  — 2na‘  ) = e (/'4'  — »«“  ) 

P {bb'  — 2»a'  ) e=  — 7tic{b  — A'  ) 

»'  aiw'O  = <-(A"A'"  — ano'") 

jS'  a»fl")  = — a/ic(A"'  — A") 

Ciò  posto  si  moltiplichino  i due  membri  dell’  equazione  (p)  per 
^ , onde  si  abbia 

anc(A— A')  + r«(AA'— ano)  _ 3bc(A"'— A")  + r'"^A"A'  aaa"^) 
■^^A'— ano')+r.a«<A— A')  ■”  an(A"A"'— a«o'')+r''"'.a/ic(A"'— A^') 

Quest’  ultima  equazione  in  virth  delle  (q)  diverrà 

—jSfAA'-ancO-f  rz(AA'_ ano')  — /3'(A"A"'— aaa'Q  -f.  r"'^»'(A"A"'-.anfl") 

àn(AA'— ano')— r^(AA'  — anò^  ””  aii(A"A'^'— ano'  ')—  r"'  '/S  (A"A"'— a no'  ') 

donde  poi  si  ottiene  , cancellando  ne’  numeratori , e denomina- 
tori de’  due  membri  i (attori  oomuni , 

'■  + ^ _ -y + 

a/l  — r](J  a/l  — r""/*' 


ovvero 


»n  — r fi  _ an  — r""  /S' 
/9  — r»  ^ — r' 


777-T 


(») 


e potrebbesi  ora  effettùre  1’  eliminazione  di  r""  tra  (a  ),  ed  (n). 
Ma  pongasi 

fi—n 

togliendo  il  fratto  si  troverà 

^(r  -f.  R')  — or  R'e=  an  (») 

C poichà  dev*  esser  pure 
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fi\R'  + r"")  — x'RV""  = in  (i) 

Si  us»ervi  attualmente  che  tra  le  due  equazioni  (s)  , (t)  vi  ha 
tre  sole  incognite  r , R',  r"",  delle  quali  Irovansenc  già  due  ia 
^m)  , osala  nell'  equazione 

4""(r""  +'r)  — o'"V'"r  = aa 
quindi  le  Ire  equazioni  (s)  , (t)  , (■)  varranno  a risolvere  il 
|iroblema,in  luogo  delle  cinque  primitive  equazioni  (a),  (i),  (a), 
(i)  , (a)  , essendosi  alle  prime  quattio  di  queste  ultime  sosti- 
tuite le  due  (s) , (t)  . E poiché  le  medesime  son  composte  nel- 
le coordinate  de’  punti  ( a ,'/3  ),  ( a'  , /3'  ) come  ciascuna  di 
quelle  lo  è nelle  coordinate  de’  punti  (a  , ò)  , (a',  6'), 

( a'"  , b"'  ) , risulta  , che  a questi  quattro  punti  possono  so- 
stituirsi i soli  due  ( A,  ^ ) , ( •'  ) . Ma  le  tre  equazioni  (a)  , 

(t)  , (■)  sono  precisamente  quelle,  che  si  ottengono  volendo  i- 
scrivere  un  triangolo  i cui  lati  passar  dovessero  pe’  tre  punti 
dati  ( A , ^ , ( *',  /S*  \ A""  ) (*)  ; iscrivendo  adunque 

aiSalto  triangolo  , potrà  iscriversi  in  conseguenza  il  pentagono 
cercato  , dappoi  chè  queste  due  figure  hanno  comune  il  vertice 
dinotato  da  r , cioè  dalle  coordinate  s , ti . Si  rileva  per  Un- 
to da  tutto  ciò  , che  il  prokleiua  pel  caso  di  cinque  punU  ri* 

(*)  In  tatti  le  equazioni  corrisponilooti  a questo  caso  sarebbero 
fi  {r  -f-  il'  ) — Ar Jl'  SA 
fi'(ie  +il")  — A'/Pil"  =aii 
/9"(iT'-pr  ) — A"il"r  — aa 
xtcoOcbe  alle  (a) , (t)  , (n) 


»8 


Hucesi  • qnello  di  tre  punti  , aTrertendo  che  dì  easi  ne  sona 
stati  sottratti  i primi  quattro  , cd  introdotti  in  loro  vece  due 
nuovi  punti  ( « , ),(*',  /9'  ) . 

Da  tutto  ciò  poi  si  deduce,  che  per  la  iscriaione  di  un  poli-  , 
gooo  co’  lati  tendenti  ad  tu  punti  dati  convenga  dipendere 
dalla  iscrìtioae  di  un  altro  poligono  co  lati  teudenli  ad  (m — 2) 
punti  dati , rìducendo  a due  \e  prime  quattro  corrispondenti  e- 
quaxioni  ; e quando  poi  vogliasi  procedere  all’  effettiva  iscrizione 
del  poligono  che  si  cerca  converrà  sempre,  colla  conliooa  sne- 
eessivB  sottrazione  di  due  lati  per  volta,  pervenire  a dover  iscri-: 
vere  nella  data  curva  o un  quadrilatero  , o un  triangolo  co'  lati 
tendenti  a’  punti  dati,  secondochè  il  numero  de'  punti  dati  dap- 
prima sia  pari  , od  innari . 

Quantunque  la  composizione  del  problema  per  qualsivoglia 
poligono  risultasse  di  per  se  evidente  , pure  non  converrebbe 
trasandarla  ; ma  poiché  la  seconda  delle  due  seguenti  soluzioni 
geometriche  guida  alla  medesima  composizione  , ci  disponiamo  . 
attnalmente  dal  soggingnerls. 
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» 

5.  8.  Anai.  ccok.  Sieno  B,  B',  B",  h’"  , B’’"  ec.  ipnii;i  pij. 
dati  , ?(OPQR  il  poligono  richiesto  , E poiché  da’  dati  puoti 
B , B'  , si  SODO  inflesse  al  ponto  0 della  curva  le  secanti  BON, 

B'FO  , tirata  Np  prallela  a BB'  , e quindi  pPD  , saré  dato  il 
punto  D,  eh'  è il  punto  di  conuguenza  tra  B,  B'  (*),  Similmen- 
te tirata  pq  parallela  a DB"  , e 9QD'  , saré  dato  il  punto  D'  . 

Di  nuovo  tirata  qr  parallela  a D'B'",  ed  rBD",  si  avrli  il  dato 
punto  D".  Finalmente  tirala  ni  parallela  a D"  B'"',  e congiunta 
nN  , si  otterrà  il  dato  punto  D"'  : e cosi  procederebbesi  più 
oltre  se  vi  fossero  altri  punti  dati  . Per  tanto  si  osservi , che 
con  tal  procediniculo  risulta  un  secondo  poligono  Np^r/i  , che 
ha  un  vertice  N comune  col  primo  (**)  , 1’  ultimo  lato  N/i  diret- 
to al  dato  punto  J)"'  , e gli  altri  ìip  , pq  , qr,  m paralleli  a 
rette  date  di  sito . Dovendo  inoltre  questo  poligono  seoonda- 
rio  risuhare  di  tanti  lati  quanti  sono  i punti  dati , ei  sarà  pa~ 
rilatrro  , od  knpariUatro  a misura  che  i punti  dati  sono  in  nu- 
mero pari , od  impari  , 

(•)  Teor.  1.  della  nostra  precedente  memoria  a*'  petìgoni  eariaMi  iuril- 
h a cittoieriui  con  daU  eondizioni  atti  euro»  conieKt , 

(”)  Giova  oascrvaro  che  il  vertice  N comune  ai  due  poligoni  risalta 
■el  primo  di  essi  dai  lati  NO  , NR , che  passano  pel  primo  , ed  ultimo  dei 
punti  dati  B , B'  ; c nel  secondo  vico  formato  dal  lato  Np  parallelo  alla 
aoogiuogente  di  quei  primi  due  punti  B • B'  , e dal  lato  Nn , che  pasta 
por  mi  punto  dato  , 


I 


3o 

fi(j.  6.  Nel  1 .*  (li  questi  due  casi  I ultimo  lato  Nrt  t<arà  auch'  esso 
|iaralIelo  ad  una  retta  data  di  sito  (*)  ; quindi  passando  pel 
dato  punto  sarli  dato  di  sito  j e con  ciò  sarà  pur  dato 
il  punto  N , cir  è un  vertice  del  poligono  cercato  NOPQ  (**)  . 
/ifj,  ò.  Nel  2/  caso  poi,  condotto  il  diametro  CX  pel  punto  medio 
, deU’ultinio  lato  Nu,  sarà  dato  il  rapporto  di  CY  ad  YX  (***)  ; 
quindi  tirato  il  diametro  pel  dato  punto  D'",  e produccndolo  fi- 
no a V sulla  tangente  in  X,  sarà  anche  dato  il  rapporto  di  CD  " 
a D"^V  . Essendo  adunque  data  CP"'>  sarà  pur,  data  D'"V  ; 
conseguentemente  sarà  data  la  posizione  della  tangente  VX,  e 
con  essa  anche  il  sito  di  Nn  , che  1'  c parallela  , c che  determi- 
na r ignoto  punto  N (**“)  . 

(‘)  Teor.  della  citata  memoria. 

{”)  Assegnata  la  corda  No  potrà  iscriversi  anche  il  poligono  N/>j» , eba 
fg,  7.  ha  tutti  gli  altri  lati  paralleli  a rette  date  di  sito  . Per  tanto  si  tiri  np'  pa- 
rallela ad  Np  , p'  q'  parallela  a pq , b lì  unisca  J'N  ; risulterà  cosi  il  poli- 
gono Nnp'j'  di  tanti  lati  quanti  ne  ha  l' altro  Nnjp  ; e perciò  anche  parila- 
tero.  Laonde  pel  teor.  21  enunciato  nella  precedente  nota  sari  Kq'  paral- 
lela ad  nq . Vale  a dire  i duq  [wligooi  Nnp'g' , Nofp  ; meotrq  hanno  co- 
mune il  lato  Nn,  hanno  gli  altri  lati  paralleli  alle  stesso  rette  date  di  sito  , 
cioè  son  dolali  ilelle  medesime  condizioni  ; e sono  omolisgbi  in  essi  i due 
vertici  pNn,  p'nN  , che  corris|>ondoDo  al  lato  comune  Nn  . Segue  da  ciò 
fig.  6'.  che  entrambi  i punii  N , n possono  prendersi  per  vertici  di  due  diversi 
poligoni  , cui  lati  passeranno  pc'  dati  punti  B , B'  , B"  , B'"  , ve. 

("■)  Teor.  24  della  memoria  anzidetia  , o la  nota  in  line. 
fig,  J,  ^ (*'**]Polcndo  dal  punto  V condursi  due  tangenti  alta  curva,  anche  la  cor- 
da parallela  ali'  altra  tangente  VX  ' dinoterà  il  lato  di  un  altro  poligono  for- 
nito delle  stesse  condizioni  del  poligono  Npfm  ; ed  il  suo  vortice  omologo 
ad  nNp  aegnerà  pure  il  vertice  di  irn  altro  poligono  i cui  lati  passcrantro 
pe'  dati  punti  B , B' . B*',  B'"  , B""  te.  et, 
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Si  trovi  il  punto  di  conscffucnza  trdìi  , B'  , c sia  D ; cosi  D' 
tra  D , B"  ; D"  Ira  D'  , B'"  ; D'"  tra  D"  , B'"  re.  , finché 
sia  esaurito  il  numero  dei  punti  dati  . Indi  da  qualunque  pun- 
to N'  della  curva  si  conduca  N'p'  parallela  a BB',  e succes- 
aivamente  ^ parallela  a DD',  q'r'  a D'D",  r'n'  a D"D"',  «e.» 
e si  naisca  N V . Ora  il  niunero  dei  punti  dati  potrh  esser  pa- 
ri , od  impari . 

Nel  primo  caso  , dall’ ultimo  punta  di  conseguenza  D"  ai  fig.  tì.  > 
condurrà  la  corda  N/t  parallela  ad  N'n';  ciascuno  de’  punti  N,n 
sarà  vertice  di  un  poligono  , che  soddisfa  al  problema. 

/ Nel  secondo  caso  pel  punto  medio  di  N'n'  , e per  I’  ulti-  fig.  ;). 
mo  punto  di  conseguenza  D"'  si  condurranno  i diametri  C^x, 

CK  ; sull’  ultimo  de’  quali  si  prenderà  la  D^'V  tal  che  stia 
CD"'  a D"'V  com^  , ad  . La  parallela  tirata  per  D'" 
alla  tangente  \X  segnerà  l’ ignoto  punto  N , vertice  del  poligo- 
no NOPQR. 

Seconda  Soireioi» 

Pel  triangolo. 

t|.9.  ÀRAL.enoa.  Sieno  B,  B',  B''  i Ire  ponti  dati,  e QRS  il  fig.  8. 
triangolo  iscritto , i cui  lati  SQ  , QR  , RS  passino  rispettiva- 
mente per  essi  . Si  assegni  la  polare  di  uno  de’  punti  , per  e- 
sampio  del  primo  , e sia  ai,  e questa  incontri  in  E la  conginn- 
gante  degli  altri  due  B' , B"  . I due  punti  B , E saran  tali , 
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rlic  la  polare  dell'  uno  put«  per  1'  altro  ; e viceversa  (*)  . Se 
dunque  si  congiun|;a  EQ  , ebe  intersechi  di  nuovo  la  curva  in 
H , trovandosi  do  quei  punti  B,  E infleise  al  ponto  Q le  BQS  , 
EIIQ  , la  retta  SH  , che  miice  le  due  intersezioni  S , H passe- 
rà per  un  dato  punto  P , pedo  di  BE  (**).  Ciò  posto  si  osservi, 

CJ  l’or  intonileru  questa  veliti  basta  guardare  la  figura  9.  In  essa  da 
un  punto  B si  veggo»  condotte  ad  una  curva  conica  le  due  tangenti  Bn  , In 
retta  tra’  ronlaiti  nn  , ed  una  secante  qualunque  Ben  ; le  tangenti  nelle 
< due  intersezioni  B , B dovran  concorrere  , cm'  è noto  , in  un  medesimo 
punto  £ colla  in . Risultando  in  lai  modo  en  polare  di  E . siccomo  >n  le  è 
di  B , si  vedo  che  pas^ando  la  polare  di  B pel  punto  E , viceversa  la  po- 
lare di  E passa  pel  punto  B . 

(*’)  L' egregio  nostro  goomolra  sig.  Scorza  fu  il  primo  ad  avvertire , 
che  il  problema  d’ isrn'rrrr  nW  cerchio  wn  Irùuigoio  i cui  lati  poetar 
debbano  per  punti  doli  può  ricseire  in  un  caao  indelorminato  , e da  ciò 
dedusse  un  imporUntu  toorenia  , clic  qui  cade  io  acconcio  rammentar  bre- 
vemente . Dal  lemma  di  Pappo  più  volle  recato  riaulta  , elio  ; Se  da  due 
fj.  IO.  punti  B,  E tieno  injleiu  a yualunjue  punto  Q di  un  cerchio  le  eeeatUi 
BSQ  , EBQ  , tirala  SG  parattela  a BE , la  GB  debba  ineoeUrarla  in  un 
dato  punto  D . Or  può  avvenire  , che  il  diametro  che  passa  per  D abbia 
le  ordinalo  parallele  a BE , ossia  ad  SG  ; ed  in  tal  caso  è Doto , che  la  SH 
coiigiUDgoDte  delle  intersezioni  S,  H debba  iocootrare  quel  diametro  in  un 
dato  punto  P , eh'  ei  chiama  punto  di  armonica  dioieione  ; e ebe  , come 
vedesi . è il  polo  di  BE  . A ciò  riducesi  il  taorema  dello  Scorsa  e s' in- 
lende  che  , se  i punti  dati  per  l' iscrizione  del  triangolo  siano  B , E , P , 
il  problema  debba  risultare  indetenninato  ( Veggaii  la  ina  memoria 
ioloroo  a questo  problema  pubblicata  nel  1809  tra  gli  opuecoii  della  ecuo- 
la  del  Pergola  ) . Intanto  nella  nostra  citata  memoria  ( Uer.  S.e  10  ) ab- 
' biamo  rilevalo  , che  ciò  si  verifica  idenlicameolo  per  tutte  le  altre  cur- 
ve cuuiclie , ed  abbiamo  inoltre  rinvenuto , che  i due  punti  B , E sono  co- 
siffattamente condizionali , che  la  polare  di  II  paaaa  per  E , e vieevma 
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■c  he  i tre  lati  HQ,  QR,  RS  «lei  quadrilatero  tscriUo  HQRS  ]m»> 
sano  pe’  tre  dati  punti  E,  B',  B"  sitnali  in  linea  retta  ; qnindì 
il  quarto  lato  SH  passeri^  per  un  dato  punto  I) , rocaio  benanche , 
per  dritto  oo’  punti  medesimi  ( §.  5.  ) . Ma  questa  retta  SII 
passa  per  I’  altro  dato  punto  F ; dunque  essa  saii  data  di  si- 
t o ; c con  ciò  sarà  dato  il  punto  S \ertice  del  triangolo  cer- 
reto QRS  . £d  è poi  chiaro  che  il  punto  li  additi  il  vertice 
■di  un  altro  triangolo,  che  soddisfa  egualmente  al  problema. 

CuMrositiOjfn.' 

Si  assegiri  lo  polare  di  uno  de  tre  punti  dati , per  esempio 
'di  B , la  quale  incontri  in  E la  oongiungente  'degli  altri  due 
W',  IV.  Indi  si  rinvangaso  i due  punti  D , P , l' ano  <£  eon.'ic- 
ijtmtza  rispetto  a’  tre  punti  B' , B"  , E , T altro  polo  di  BE  . 

La  1)P  , obe  li  unisce  , segnerà  nella  enrva  due  punti  S , B 
ciascnn  dei  quali  potrà  prendersi  per  vertioe  di  un  triangolo  , 
che  soddUia  al  próblema  . 

• 3^1  fuadriltUtf».  , 

Anaa.— Sieoo  B , B'.,  V'  t B'"  ì quattro  ponti  dnU  , « sia  fiff.  . 
^RQT  il  quadrilatero  cercato  . -Si  utùscano  a dati  ponti  a due 

. i ■■■  . V ' ■ ’ • ■ . • ■ ■ ‘ 5 

quelts  di  % perR . In  eoMcgnana di  'cbe'-il  teorema  suddetto  pnò  còsi 
■fcomliDeoto  «noacisisi  : St  twn  dai»  imfuaU  B , JB  {tati  eh»  la  pota- 
re d»tt  «no  pam  ptrf  altro , e j’ iafietktao  ia  wsi  « foolm^ut  punto  delia 
<nrsa  U s««anli2(^,  EQ,  che  ài  mmo  la  tsoosOrnio  tu  S , il  ; io  con^'s»' 
jenH  SB  peuttri,per  ss  dato  punto  P , pHo  d(  BE. 
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* due  , e le  loro  coBgiiingcnti  BB' , B''B"  »'  incontrino^ 
nel  punto  C , dal  quale  si  conduca  la  CQIl  , Si  tiri  SII  . 

' Passando  i tre  lati  SR  , RQ  , QH  del  quadrilatero  iscritto 
SRQH  pe'  tre  punti  dati  B , B',  C situati  per  dritto  ; il  quarto 
lato  SH  passeri  anch’  esso  pel  dato  punto  D , posto  per  drìu 
to  cogli  altri  : ma  la  stessa  SII  formando  un  altro  quadrila- 
tero colle  corde  HQ  , QT  , TS  , dirette  ai  tre  punti  C 
B'"  dati  in  linea  retta  , incontrar  dee  questa  linea  nell'  altro 
• dato  punto  IP  ; dunque  essa  , passando  pe’  due  ponti  dati 
D , IP,  sari  data  di  sito  ; e segneri  nelle  sue  intmeaioai  cul- 
la eurra  due  punti  S,  H , ciascun  dei  quali  polii  prendersi  per 
vertice  di  un  quadrilatero  ec.  ec.  ' 

L 

CamroMixioMt. 

Si  uuiaeano  i dati  punti  due  a due  , e le  loro  cougiungenti 
BB' , B"B'"  a’  iucoalriao  ia  C . Indi  ai  nuTeagano  i paoli 
B , D' , PuDO  ài  constguetaa  rispetto  ai  punti  C,  B,  B';  l’altra 
rispetto  a C , B"  , B'"  : la  loro  eongiungente  DD'  segnerà  ted- 
ia cuna  dne  punti  re.  te. 

, , ftl  penUtgeno^- 

, I,  I ■ ■ • I . . ■ I . ■ ■;  r ■ t 

fig.  >!f,  Anal.—  Sieno  B,  B',  B'\  B'",  B'"'  i cinque  punti  dati , • 
QRSTU  il  pentagono  oercato  . Si  uniscano  i punti  B , B'  , e 
gli  altri'  B"  ,'B'"  eqlle  BB' , B''B'"  , che  » incontrino  io  C , 
da  cAi  ti  conduca  la  GQH  . Si  tiriuo  te  HS  , HT  . Poioiiè  nel 
quadrilatero  iscrìtto  SRQH  i tre  lati  SR , RQ  , QH  passano 
p«’  tre  pinti  B , B'  , C dati  in  liuea  retta  , il  quarto  HS'n- 
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^ 'TontKrh  quMta  linM  nel  dato  |>unlo  D . SimilmeDle  si  vedHi 
thè  HT  debba  passare  per  un  dato  punto  D'  messo  per  dritto 
ro'  tre  punti  dati  C , B",  B'",  pe'  quali  passano  le  corde  HQ  , 
■Ql!  , L'T  , lati  del  quadrilatero  iscritto  HQUT  . Quindi  il  tri- 
angolo SHT  è tale,  che  i suoi  lati  ^1,  UT  , TS  passano  pc’  tre 
punti  dati  D , D'  , B"'"  ; ed  in  conseguenza  iscrivendo  queste 
txiongolu  il  problema  l imanà  risolato  . 

* l . 

Per  l esagoni'  ■ ■ J 

Se^in-!  do  la-stessa  analisi  ai  troverà  che  riscrizione  dell’ esse 
4(uno  si  riduca  a quella  del  quadrilatero  . < - - ' 

E senaa  andar  piti  oltre  si  vede  chiaro  , che  qualunque  sia  il 
]HiKpuno  da  iscriversi , il  problema  si  riduca  sempre  all’  iscri- 
r.iooc  di  un  poligono  con  due  punti,  e due  lati  di  meuo  ; e cosi, 
qiroseguendo  tempre  a diminuirò  due  punti,  e due  luti  per  vol- 
ta , ai  perverrà  in  fine  a dover  iacriverc  o il  triangolo , o il 
-^adrilatero  , secondochè  U numero  de'  lati  del  poligono  , «e- 
uia  de’  ponti  dati  , aia  impari , o pari  . 
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Riflessioni  belle  mECEDÉirrl  bolceIoni. 

$.10.  Le  Ire  scJuzÌodì  recate  al  problema  , di  cui  ci  siamo 
occupati  , ripomno  sopra  principj  ben  diversi  tra  loro. 

La  prima  vedesi  rigorosamente  condotta  a fine  col  metodo 
delle  coordinate  , ' ‘ 

La  seconda  , tutta  geometrica  , ha  per  fondamento  un  lemma 
conosciuto  dagli  antichi  pel  solo  cerchio  , c che  noi  abbiamo 
•dimostrato  sussistere  identicamente  per  ogni  altra  curva  coni- 
ca ; ed  una  proprietà  semplicissima  de'  poligoni  variabili  i- 
scrìtti  in  queste  curve  co’  lati  paralleli  a rette  date  di  silo  . 

' La  terza  soluzione  iìnalmenle  , geometrica  del  pafi  , po^a 
SII  druna  proprietà  de’  quadrilateri  variabili  iscntti  nelle  cur- 
ve coniche  con  tre  lati  tendenti  a tre  punti  situati  por  dritto  ^ 
e sopra  un  teorema  aaacente  dal  caao  , io  cui  l’ iscrizione  del 
triangolo  in  queste  curve  coi  lati  diretti  a punti  dati  risulta  in- 
delerminata  ; questo  già  rilevalo  dallo  Scorza  sul  cerchio  , queV 
l.v  dal  Flauti  ; come  in  luoghi  opportuni  si  è notato , e rete  ge- 
nerali da  noi  per  ogni  curva  del  2.'  ordine, 

Rispetto  poi  a’  risnltamcnti  a*  quali  conducono  queste  tre 
diverse  soluzioni,  ha  potuto  osservarsi  , che  la  prima  algebrica , 
e V ultima  geometrica  guidano  ad  una  medesima  composizione  , 
ben  diversa  dall'altra  , che  sì  è poi  ottenuta  dalla  prima  delle 
soluzioni  geoffletrìefae.  In  quella  evvi  necessità  di  ripetere  tante 
volte  le  operazioni  per  la  soluzione  per  quante  successive  de- 
duzioni del  due  deggioD  farsi  dal  numero  de’  punti  dati , onde 
pervenirsi  in  (ine  air  iscrizione  di  un  triangolo,  o di  un  qua- 
drilatero , a misura  che  il  numero  de’  punti  dati  sia  impari  o 
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pari  . Nell’  altra  poi  la  soluiione  del  problema  pw  qualsivo- 
glia poligono  ottiemi  immantÌDenle  con  una  sola  costruzione  , 
senza  cadere  in  riduzioni  ad  altri  problemi  . Cosi  che  que- 
sta è evideotenieotc  di  gnm  lunga  preferibile  alla  prima  , uon 
solo  sotto  il  rapporto  della  semplicità  , ma  anche  in  riguar- 
do air  eleganza  , e simmetria  . 

Quella  prima  eoatmzione  intanto  ricade  qnasi  identicamente  | 
nella  costruzione  data  per  questo  problema  dall’  illustre  Pon- 
relel  sens’  analisi , e senza  dimostrazione,  in  una  sua  memori^ 
inserita  nel  tol.  Vili,  degli  Anìiali  di  matematiche  a pog.  14t. 
'Ecco  com’  essa  è concepita  : 

» 1 . Per  (re  punti  dati  p , p',  p" — S’ iscriva  ad  arbitrio 
» nella  sezione  conica  una  porzione  di  poligono  di  tre  lati  , do’ 

» quali  il  primo  nò  passi  per  p , il  secondo  6c  passi  perp', 

» e I terzo  rii  per  p"  . Si  assegni  la  polare  di  qualunque  de’ 

» punii  estremi  p , p"  , per  esempio  di  p"  , e si  congiunga- 
n no  gli  altri  due  p , p'  coo^  una  retta  indefinita  , che  incontri 
» questa  polare  in  9 Si  tiri  pe’  ponti  q , c ona  secante  , che 
» incontri  di  nuovo  la  curva  in  r . Si  coaginnga  in  fine  rd,  che 
M incontri  la  jmlarc  in  P'  , ed  rt>  , che  incontri  1’  altra  retta 
» in  P . Ciò  fatto  conduccndo  PP'  , ciascuna  delle  intersezie- 
» zfojì  di  questa  retta  colla  curva  potrà  esaer  presa  pd  vertice 
M cercalo  , 

» 2.  Per  quattro  punti  dati  p 1 p'  , f",  , p'" — S’ iscriva  ad 
» arbitrio  nella  sezione  conica  una  porzione  di  poligono  di  quat- 
» tro  lati , de’  quali  il  primo  ai  passi  per  p,  il  secondo  bc  per 
’»  p'  , il  terzo  cd  perp"  ; el  quarto  de  per  p'".  Si  congiun- 
» gallo  5 due  primi  punti  p , p'  , e gli  iillinii  due  p"  , p'"  co» 
i>  due  rette  indefinite  , che  s’ inconU'iuo  lu  q . Si  tirino  io  iiue 
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le  n ,rt , cke  taglino  rcs|>eutv»ncate  le  due  rette  iitdefiail* 
M io  P , F . Allora  coDginegendo  PP'  ciascana , delle  iaterae- 
. u zìoui  di  qoest’  ultima  retta  colla  curva  poUi  esser  preM  pel 
>>  vertice  cercato  . ' . 

lì  3.  Per  tui  numero  di  punti  mtufgiort  di  quattro  . S’  iscriva 
31  ad  arbitrio  nella  sezione  conica  una  pozione  di  poligono  di 
il  tanti  lati  quanti  sono  i punti  dati , e che  passino  re^pettiva- 
XI  mente  per  essi . Si  trattino  quattro  lati  consecutivi  di  questa 
M porzione  di  poligono,  come  si  è dello  ddia  porzione  di  poli- 
» gono  nel  caso  antecedente..  Si  otterranno  cosi  due  ponti  P , 
V n P'  . Sostituendo  questi  duo  punti  a quelli  pe'  quali  passano 
M i quattro  lati  cuiisecutivi  , si  ollerenao  in  tutto  due  punti  di 
>.>  meno  del  numero  dei  punti  dati  . £ proseguendo  cosi  a di- 
» minuire  di  due  nnitk  per  volta  questo  numero  si  perverrà  in  fi- 
» ne  a non  aver  più  che  tre  o quattro  punti,  che  poi  si  Iratle- 
» ranno  come  ai  è detto  nel  primo  , c nel  secondo  caso  . 

Or  dopo  quanto  si  è innanzi  esposto  può  comprendersi , cIm 
quelle  iscrizioni  arbitarìe  di  poligoni  non  tendono  ad  altro,  che 
alia  determinazione  de'  punti  di  eonseguenia  rispetto  a tre  pun- 
ti dati  iu  linea  retta  (*)  , e quindi  è &cile  a ravvisare  la  coinci- 

(')  Anche  Is  coslrutiooo  riiovaU  ilalla  prima  delle  noUre  seliiziooi 
(geometriche  potrebbe  ctTetluirsi  colla  iscrizione  di  un  polijtnno  arbitrario  , 
ed  in  tal  modo  si  otterrebbero  contemparancamanle  il  (loligono  secondario  e 
tuli’  i punti  di  cunseguenu  ; di  lai  che  la  composizione  recata  al  8 po- 
trebbe rendersi  oosi  anche  più  agevole  e spedita  . Iscrivasi  a cagion  di  e- 
/Ej.  13.  seinpio  la  porzione  di  poligono  N'O'P'Q'R'  i cui  lati  in  numero  eguale  a 
qncllo  de'  dati  punti  passino  respcUivanwnte  per  ossi . Indi  da  una  delle 
•■e  estremità  , per  csooipio  N',  si  conduca  la  corda  ìi'p'  paralleU  atta 
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«lenza  dcNa  nostra  c«»rrìspondieate  «XMtruzione  co’  risultamea- 
li  del  dolio  geometra  francese  : risullamonti  a vero  dire  sor- 
prendenti /e che  non  sapressimo  tnllavia  abbasl  « za  ammirare. 

Olire  a questa  coslmzione  , che  il  Fonuelet  chiama  indirc.'ta, 
ri  ne  soggluige  nu  altra  , che  chiama  dinila  , parimenti  sfitr- 
uila  di  analisi  , e dimoslraiione  . Desse  i la  s^nente  : 

M S’ isctivano  a TotonU  e aaccessivaraente  , nella  sezione  co- 
>>  nìca  proposta  , tre  porzioni  di  poligoni , i coi  lati , in  nunle- 
» ro  eguale  a quello  dei  punti  «lati  , passino  respettÌTamenle  , e 
>.>  nell’  ordine  assegnato  , per  questi  ponti . Sieno  a , a',  a"  le 
» prime  estremitii  di  queste  porzioni  di  poligoni , e i ,'Ar',  à'‘  le 
'•  ultime  , respeltiramente  . Sieno  considerati  questi  sei  paoli 
u come  ì vertici  di  un  esagono  iscritto  nella  sezione  conica  a- 
.>  venie  per  vertici  opposti  a e k',  a'  e A:'  , o"  e A"  ; i tre 
» punti  di  concorso  dei  suoi  lati  opposti  saranno  , come  si  sa  , 
-»  sopra  di  una  stessa  retta  , e questa  retta  iutersegherk  , in  ge- 
-»  aerale  , la  sezione  conica  in  due  punti  , ciascun  de*'  quali 
'»  potrà  esser  preso  pel  vertice  del  poligoao  cercato.  ' 

Ingegnosissima  à del  pari  questa  seconda  eostruaionc  , e più 
valutabile  della  prima,  sotto  il  rapporto  della  generalità  , e sim- 
melria^  ma  avverte  V autore  stesso  , che  ove  il  numero  de' 
pHikti  dati  sia  poco  numeroso  l’ altra  le  sia  preferihtle  per  ri- 


csni^iunftcata  d«  primi  due  punti  B , K',  o si  tiri  p'P'D  . S<iL-ccssi>aineot« 
si  conduci  p';'  paraHrla  i DB",  e si  tiri  f'Q'D',  e cosisi  prostspM  ftnshè 
ri*  «Murilo  il  sumero  de'  punti  dtli . iiiaré  D il  f^tUo  di  roiurynnuta  Ir* 
>.  B';  D'  In  D , e B"i  V"  In  D',  e B"'n.  «e.  : e sarà  pni  v'". 

il  peiipoao  «etmudario  per  poter  compiere  la  siiluziaae  iM  ptolilema  . 


4o 


guardo  alla  sempliciià,  dappuichè  essa  eùge  cho  ai  adoperi  ai 
mioor  Dumoo  di  rette. 

Era  ben  o&torale  , che  leggeodo  queste  coalnuioai  propo- 
ste al  beseraerito  redattore  degli  Annali  , aig.  Gergonne  , seo- 
xa  traccia  di  analisi,  e senza' dimostraxiooc  , noi  pure  fosaimo 
vivaoienle  stimolali  ad  occuparci  di  questo  problema  : ma  pih 
di  tutto  crescerà  in  noi  l’ impegno  a rivolgerci  a tal  lavoro  il 
fioe  speciale  , che  detemiuara  a sidiitla  proposta  il  Poocelet  v 
Trattavaai  di  preraleoxa  di  metodi  , c bea  dura  ci  sembrava  V 
opinione  dal  medesimo  ealrinsccaia  ckUa  Loclllcacia  sì  dell’  anti- 
ca Geoflietm  , che  della  moderua  Analisi  a poter  pervenire  a 
lisultamenli  pati  a quelli  da  lui  ottenuti  . Ma  qnal'  era  dun«(ae 
la  via  battuta  da  qnesto  geometra  in  tal  ricerca  ? Questa  parte 
non  meno  eeeitara  la  nostra  ansietà  . Da  altri  articoli  sparsi  n«' 
volumi  posteriori  degli  Annali  scorgevasi  , ebe  novelle  teori- 
rbe  arosae  egli  stabiUte  , e già  rese  di  pubblica  n^ione  fio  dal 
1822  , nel  suo  Trottato  delle  propritlà  projeUive  delle  fijuiv  ; 
ma  prive  le  noatre  Biblioteche  di  questo  libro  , e privi  di  esso  i 
nostri  librai  , ci  è stato  buona  pezza  impossibile  di  soddisfare 
la  nostra  cuiioaità  . Essendoci  finalmente  riescito  di  a^cr  tou' 

I , 

occhio  un  Ul  libro  , nel  momento  appunto  in  cui  scriviamo  le 
presenti  riflemioni  , non  possiamo  ricusarci  alla  soddisfiizione 
di  aounneiare  , che  nnlla  ban  di  comune  le  vie  da  noi  ballate  co’ 
principi  , che  in  questa  ricerca  bau  servito  di  guida  al  Poncelet. 

Intanto  i snccassi  da  noi  ottenuti  bau  sorpassato  la  nostra 
aspettativa  osservandosi  il  problema  , di  cui  trattasi , compiu- 
tamente ed  in  varie  guise  rìsolnlo  , e coll  Analisi  pura  , e ooU' 
antica  Geometr»  ; qnaodocefaè  in  tulle  prime  I'  opiaiooe  di  tu 
«omo  di  tanto^  merHo  , dando  maggior  dote  alla  difEooltà  della 

I 


Digitized  by  Google 


4t 

ricerca  , facea  quasi  disperarci  di  riuscita  . Ed  in  vera  ri^  ur- 
dando  a’  poco  felici  lenlalivi  di  tanti  distinti  geometri , non  mi- 
gliori risnlumenii  era  a noi  pemiesso  attendere  ; o questa  pre- 
venzione rìcevea  maggior  peso  dalle  parole  che  si  l^gono  nel- 
la risposta  alla  lettera  del  Poncelet  al  Gergonne  , il  qnale , pie- 
gando la  fronte  alle  prnove  presentategli  , finiva  per  ricono- 
scere la  superioriUi  de’  metodi  da  costui  adoperati  , e comincia- 
va a dubitare  ancor  egli  dell’  efficia  di  quel  metodo  stesso , cho 
a tutta  possa  sforzavasi  far  prevalere , cosi  in  quella  espri- 
mendosi . Pour  en  venir  présentemenl  à f objct  parliculicr  de.  ftt 
lettre  de  M.  Poncelet , je  m’  empresse  de  reconnaitre  la  suprrio- 
riti  de  set  milhodes  , et  de  declarer  que  , *ans  oscr  afprmer  que 
la  geométrie  analUique  ne  pwsse  parvemr  jusquet-là  , il  me  pa- 
mit  au  moint  trés-dontaue  qu  elle  puitse  y alleindre  d'  iwe  ma- 
niere fàcile  . 
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CONCHIUSIONE. 


— MWm.  I . 

Dopo  tulle  le  cose  esposte  in  questa  parte  li.  del  program- 
ma , e nelle  Considerazioni  inserite  nella  parte  1.  , mi  sarà  le- 
cito coDcliiudere  , non  essere  stata  inutile  la  proposta  che  ne 
feci , nè  però  dispregevole  la  generosa  mira  eh’  ebbi  in  farla  . 
Ed  anche  in  mezzo  a’  dispiacevoli  avvenimenti  per  la  pubblica- 
zione di  tal  programma  , per  opera  di  alcuni , che  non  erano 
al  caso  d’  intendermi , e pur  volevano  mischiarsene  ( dura  con- 
dizione de’  nostri  tempi  , o dello  stato  attuale  delle  scienze 
presso  noi  ) , debbo  esser  contento  in  vedere  di  aver  consegui- 
to lo  scopo  del  perfezionamento  del  problema  del  Cramer  , che 
se  fin  da  principio  recò  onore  alla  nostra  scuola  , e ]>oì  1’  era  a 
nostre  spinte  ritornato  in  iscena  , ed  in  parte  promosso  , or  sia 
divenuto  del  tutto  compiuto  ; e di  aver  inoltre  data  occasione 
a vederlo  esteso  all’  iscrizione  del  poligono  in  una  curva  coni- 
ca , da  che  molte  utili , e preclare  verità  geometriche  sono  an- 
che derivate  . Inoltre  di  poter  aggiugnere  alle  ricerche  del  Per- 
gola sulle  Taziont  un  nuovo  c difficile  problema , che  ha  pure 
|>er  lo  spazio  di  ben  otto  lustri  travagliate  le  menti  de’  più  distin- 
ti matematici  moderni  in  adoperarvi  ogni  metodo  a risolverlo  . 
Sicché  per  tali  due  argomenti  potrò  compiere  , come  aveva 
sempre  desiderato  , due  opere  distinte  , formando  di  ciascuna 
un  volume  degli  Opuscoli , come  dal  ProspcUo  giìi  pubblicato 
si  rileva  (*)  ; e che  mi  lusingo  vogliano  riuscir  di  fregio  , e de- 

(•)  ProsptUo  ragionalo  di  un  Corro  di  tludj  malemalici,  per  la  itiiluzio- 
ne  , f invenzione  , e I pcrftzionauicnio  , 
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coro  alla  noatra  scuola  , c di  non  poca  uliliUi  per  la  promozio- 
ne e ùiscemimento  de’  melodi  d’ iovenlare . 

Kè  minor  compenso  mi  è stato  il  vedere  tal  mio  tentativo,  iu 
seguito  del  buon  esito  ulte  ba  avuto  , assai  l>ea  accolto  da'  più 
distinti  matematici  di  Europa , cui  tanto  or  deve  la  nostra 
scienza  pe’  suoi  progressi  , i quali  hanno  avuta  la  compiacenza 
di  mostrarmi  la  loro  piena  soddisfazione  sulle  prime  tre  Memorie 
della  presente  raccolta  , che  loro  sono  pervenute  ; e da’  quali, 
mentre  ora  ofiro  ad  essi  un  pubblico  attestato  di  gratitudine  , 
mi  attendo  sulle  rimanenti  il  loro  severo  od  imparziale  giudizio. 

E rìvolgendomi  di  nuovo  allo  scopo  cui  mirava  nel  proporre 
il  programma  , onde  uniforme  risulti  la  conchiusione  al  princi- 
pio, dirò,  che  dalle  ricerche  precedenti  apparisco  chiaro  quan- 
te volte  un  metodo  ad  un  altro  prevalga  , e come  talvolta  oc- 
corra brsi  guida  della  Geometria  , per  escire  con  successo  da- 
gl' intralciati  sentieri  in  cui  si  abbia  messo  il  piede,  prevalendo- 
si del  metodo  puro  analitico  de’  moderni , il  quale  da  quella  fi- 
da scorta  non  solo  rimane  rischiarato  nell’  andameuto  , ma  ac- 
quista ne’  risultati  quella  sicurezza  e facilth  , che  da  se  medesi- 
mo non  valeva  a proccurarsi  ; le  quali  attente  considerazioni  po- 
tranno riescire  utilissime  a’  tenaci  coltivatori  del  medesimo  , 
onde  sempre  più  fargli  acquistare  quella  perfezione  della  quale 
ancora  tanto  abbisogna  . 

Dno  degli  argomenti,  che  ciò  comprovano  nelle  presenti  ricer- 
che , tra’  tanti  che  se  ne  possono  raccogliere,  il  somministra  e- 
videntemente  quel  lemma  di  Pappo , del  quale  per  incidenza  si 
è trattato  nell'  Opuscolo  de’  Teoremi  ec.  ( 3.  della  Raccolta  , 
pari.  U.)  , e di  proposito  nel  seguente,  dal  quale  ben  avrebber 
potuto  il  Casliglioni , il  Giordano  , il  Malfatti  , e tutti  coloro  , 
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che  per  le  vie  dell' antica  geometrìa  perrennero  alla  soluzione 
del  problema  del  Cramer  , estenderla  dal  cerchio  alle  curve  co- 
niche, sol  che  avesser  saggiato  se  la  proprietà  enunciala  dal  geo- 
metra greco  in  qnd  lemma  , oltre  al  cerchio  , a queste  si  appar- 
tenesse ; al  che  fare  , come  ben  osservava  il  prof.  Grimaldi  , nel 
discuterai  tra  noi  questo  assunto  , bastava  vedere  se  fosse  pos- 
sibile dimostrarla  pel  cerchio  , non  già  prevalendosi  della  pro- 
]>rietà  dell'  uguaglianza  degli  angoli  in  uno  stesso  segmento  , a 
questo  propria  , ma  di  altra  , che  a tutte  tali  curve  di  uno 
stesso  ordine  fosse  comune.  Ed  in  fatti  egli  a ciò  impegoatotù  ot- 
lemic  la  seguente  dimostrazione 

T e 0 K B m à . 

Se  al  punto  V * dt  una  tptalunque  curva  conica  t'  inflettano 
da'  punti  dati  B ^ B'  le  BV'  , ff  V' , e pel  punto  V,  ove  f una  di  ' 

ifueslc  incontra  la  curva  , »i  tiri  la  parallela  VV"  alla  BB‘ , e ss 
wtisca  il  punto  V'"  con  t altro  V"  ove  incontrava  la  curva  T al~ 
tra  retta  B'V  ; questa  conghoiQcnte  dovrà  passare  per  un  dato 
punto  B"  nella  BB', 

Dim.  — Imperocché  si  prolunghi  la  W"'  in  H , sarìi  pe’ 
triangoli  simili  WH , BV'B',  BB'  : VH::B'V';  V'H  ; e 
per  gli  altri  B'B"V",  1IV"V"  sta  pure  B'B"  : HV'"  ;;  B'V" 

: HV"  . Adunque  sarà  la  composta  dalle  prima  ragioni  uguale 
alla  composta  dalle  seconde  , cioè  il  rettangolo  di  BB'  in  B'B" 

* Veg.  la  fìg.  1.  de'  poligoni  ileritti  t eireoierilti  imRs  curM  Miiicàf 
con  dall  eondixioni . 
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a quello  di  VH  ia  HV"'  , come  il  rettangolo  di  B'V'  in  B'V" 
all’  altro  di  V'H  in  HV"  ; e permutando  , il  rettangolo  di  BB' 
io  B'D"  a quello  di  B'V'  in  B'V"  , come  il  rettangolo  di  VH 
in  HV"'  all’  altro  di  V'H  io  HV"  . Ma  questi  due  secondi  ret- 
tangoli , uguali  nel  cerchio  , sono  in  una  costante  ragione  nelle 
altre  curve  coniche.  Adunque  urà  pur  data  la  ragione  del  ret- 
tangolo di  BB'  in  B'B"  a quello  di  B'V'  in  B'V",  eh’  è dato  , 
perchè  in  una  costante  ragione  al  quadrato  della  tangente  che 
dal  punto  E'  tirisi  alla  curva  . E però  sarà  dato  il  rettangolo 
di  BB'  in  B'B"  ; e quindi  il  punto  B"  nella  BB',  pel  quale  dee 
costantemente  passare  la  congiungente  V"V"'  . 
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AVVERTIMENTO 

E«wudo  rimasto  privo  di  quaitnujae  ajoto  , noUa  eomplkaU  piibbliea* 
liooe  di  questa  parto  II.  delle  Pnduxiom  rstotiss  al  programma  io  mex- 
20  alle  mio  ooo  poche  occupazioni , e disturbi  di  saluto , doo  solamente 
r ha  ritardata . ma  mi  ha  impedito  di  poter  rilegger  tutto  attootaroente  , 
per  correggere  gli  errori  di  stampa  ; di  che  oe  chieggo  scusa , e prego 
chi  legge  a supplirvi  ; tanto  pià,  che  mi  lusingo  non  esserveoo  essenziali , 
e di  materia . 
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1 ]V  D 1 C E 

DELLE  DLT IPAHTI  DEL  PRESENTE  VOLUME. 

PARTE  I. 

1 . Programma  destinato  a promuovere  , c eomparan  « melodi 
per  r invenzione  geometrica  , pvhblicalo  nelT  aprile  1839  , e di 
nuovo  neir  ottobre  scgueiUc  , con  dicliiaraiione  preliminare  , ed 
alcune  note  aRgiunta  , pag-i  a iii  , c 3 a 16  , con  altre  12  di 
Note  ageptmle  , senta  pnmero  . 

2.  Considerazioni  generali  su  tre  difficili  problemi,  e sul  modo 

di  risolverli  , lette  alla  R.  A.  delle  scienze  in  agosto  1839.  p.  17  a 1 14 
Con  una  nota  aggiunta  di  pag.  2.  non  numerate , e 5.  tav.  di  Gguro. 

PARTE  II. 


4.  Storia  e vieetide  del  programtna  , 

1X1 

a xTiii 

2.  Risposta  di  Nicola  Trudi  al  P quesito  del  programma  , 

1 

ad  8 

3-  Soluzione  geometrica  , dello  stesso  , derivata  da’  medesimi 

prmdpj  , su  quaU  è basata  la  soluzione  analitica  del  Laijrange 

9 

— 12 

4.  Riflessioni  sulla  precedente  soluzione  geometrica  del  prò- 

blema  del  Cramer , e sulla  costruzione  Analmente  recala  aW  a- 

natisi  del  Lagrange. 

13 

— 16 

Con  due  tavole  di  fignre, 

.5.  Risposta  dello  stesso  Trudi  al  jr  quesito  del  programma. 

17 

— 30 

€.  Altra  soluzione  dello  stesso. 

31 

— 4o 

7.  Riflessioni  sulle  due  precedenti  soluzioni.. 

41 

— 46 

Con  sei  tavole  di  figure. 
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8.  Probìema  fondamentale  per  le  polari  coniche  reciproche  , 

tjeometrìcamente  risoluto  , da  N.  Trudi . i a xxiv  e<l  I a 28 

Con  dne  tavole  di  figure. 

9.  Teoremi  sulle  sezioni  coniche  , utili  alla  risoluzione  di  diffi- 
cili problemi  y dimostrati  da  N.  Trudi.  1 a 21 

Con  due  tavolo  di  figure. 

iO.Su  i poligoni  iscritti  alle  curve  coniche  eon  date  condizioni, 
ricerche  di  N,  Trudi.  i ad  vili,  ed  1 a Hfi 

Con  nove  tavole  di  figure  . 

H.  Il  problema  cC  iscrivere  in  usxacuroa  conica  un  poligono 
eo'  lati  tendenti  a punti  dati  , risoluto  in  più  modi  da  N.  Traili.  1 a 35 
Con  tre  tavole  di  figaro. 

li.  Riflessioni  suUe  precedetti  soluzioni.  36  a 4t 

13.  Conchiusione  . 
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